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AVANT PROPOS

Ce polycopié de cours de mécanique Rationnelle est un moyen pédagogique
destiné aux étudiants de la deuxiéme année sciences et technologie (ST) du systeme
LMD, il peut servir comme un support au cours dispensé aux étudiants. 1l est présente
avec un style trés simple qui permet aux étudiants une compréhension trés rapide. Le

contenu de ce polycopié est structuré en six chapitres.

CHAPITRE I: Un Rappel sur les outils mathématiques notamment les torseurs
utilisés pour simplifier 1’écriture des €quations de la mécanique, L’ objectif de cette

partie est d’introduire des définitions claires et des notations appropriées.

CHAPITRE II: Généralités et définitions de base sur le systeme de forces. Il traite les
difféerent type de force, Classification de forces, les Opérations sur la force.
CHAPITRE 1I: Décrit 1’équilibre statique des solides et les différentes liaisons
entre les solides et les équations qui les régissent. L'objectif de ce chapitre de
Comprendre la notion de liaisons, les opérations sur les forces, I'équilibre des solides

en présence du frottement sont exposés.

CHAPITRE IV: Traitent la cinématique du point matériel et la cinématique du solide
indéformables ainsi que les contacts entre les solides. Le maniement des angles
d’Euler et leur assimilation sont indispensables pour la compréhension de la
mécanique des solides. L'objectif est de décrire et analyser la nature du mouvement
d’un systéme, la Différencier entre les vitesse linaire et angulaire , Déterminer le
centre instantané de rotation , Savoir analyser le mouvement instantané d’un solide et

déterminer la base et la roulante

CHAPITRE V: Géométrie des Masses donc aux centres d’inertie et aux tenseurs
d’inertie des solides. Il est proposé pour Savoir calculer et commenter la matrice
d’inertie, avoir déterminer le repére et I’axe principal d’inertie, Comprendre la notion

de moment d’inertie , et Savoir appliquer le théoréme de Guldin.




Chapitre VI: Traite la dynamique des solides en mouvements de rotation autour d’un
axe et de leur équilibrage statique et dynamique. Son but et de savoir Maitriser et
savoir appliquer le principe fondamental de la dynamique , Savoir mettre en ceuvre les
théoremes généraux, Maitriser les notion de fonction de forces ,de potentiel et de la

puissance.

enfin on souhaite a tous nos étudiants un tres bon cursus universitaire et un parcourt

plein de réussite
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Chapitre I: Les Outils Mathéematiques

1.1. Vecteurs

Un vecteur est un segment de droite OA sur lequel on a choisi une origine O et une

extrémité A il est défini par: son origine , sa direction , son sens , son module

(8)

<<l

0 A

Fig.l.1:Presentation graphique d'un vecteur

Par convention on adopte la notation suivante : vecteur : V ou OA
Néanmoins, le vecteur peut se représenté en plusieurs types :

- Vecteur libre : la direction, le sens et le module sont donnés mais la droite support
et le point d’application (origine du vecteur) ne sont pas connues ;

- Vecteur glissant : le point d’application (origine du vecteur) n’est pas fixé ;

- Vecteur lié : tous les éléments du vecteur sont déterminés ;

-Vecteur unitaire : ¢’est un vecteur dont le module est égal a 1.

- Vecteurs colinéaires : ils possedent le méme support.

-Vecteurs coplanaires : leurs supports se trouvent dans un méme plan,
-Vecteurs équipollents (équivalents) : ils ont les mémes grandeurs et les mémes
orientations, méme s'ils n'ont pas le méme point d'application.

- Vecteurs egaux : vecteurs équipollents de méme sens.

-Vecteurs opposés : vecteurs équipollents de sens contraires ou opposés.

- Vecteurs identiques : vecteurs équipollents égaux de méme origine.

|.2.Composante d’un vecteur :

L’origine d’un vecteur A dans I’espace a trois dimensions peut étre 1’origine O d’un




systeme d’axes orthogonaux. Soit A;, A, et A; les composantes de ce vecteur suivant

les trois axes X, Y et Z.

—_ —

Le vecteur A s’écrit alors : A = A;1+A,j + Azk

Le module de A est ||A|| = \/Alz +A,% + Aj? (1-01)

En particulier, le vecteur positionr = oM, d’origine O et d’extrémité le point M, de

coordonnées (x,y,z) s’écrit :T = Xi + yj + zk

Et a pour module: r=|r|| = \/XZ + y? + z2 (1-02)
z
&
Ay L
” S
Ay S
........... N
X

Fig.l.2:Les trois Composantes d'un vecteur

1.2.1.Les Coordonnées Polaires

Quand le mouvement est plan, la aussi, on peut repérer la position du mobile M par ses

coordonnees polaires (r, @) . (Fig. 1.3) ,avec :

r :Rayon polaire
@ : Angle polaire

—

Le vecteur position dans ce repére s’écrit donc: OM =T = . U, (1-03)

U, = —sin@ 1+ cos@7 et U, = cos@ 1+ sing]j

Ainsi nous pouvons écrire le vecteur position en coordonnées polaires comme suit :




OM =T = AT, + Ag. T (1-04)

ou (A;,A,) représente les deux composantes de OM dans la base (Up,U,,)

La relation qui lie les coordonnées rectangulaires aux coordonnées polaires est:

{x =r.cosf {cp = arc cos X/r (1-05)

y = r.sinb (¢ = arcsiny/r

Fig.1.3:Coordonnees Polaires

1.2.2.Les Coordonnées Cylindriques et sphériques :
Dans les phénomeénes de physique et de science de terre et astronomie, le systéme de

coordonnées cylindrique et sphérique est  souvent utilisé, le vecteur u dans une base
cylindrique est donné par : (&,,8, K) estdonné par: U=r.8, +zK

U=0M=r28 +zK (1-06)

Fig. 1.4. Les coordonnées cylindriques




Or que dans I’espace des coordonnées sphérique (3r,39,3@) le vecteur u est défini

—

comme:U =r.6., u=0M =r.€, (1-07)

Etant que r est calculé sur I’espace tridimensionnel comme la démontre 1’égalité suivante :

u, = r.sing. cos6
la]| = \/uxz +u,% +u,? avec u, = r.sing.sin@ (1-08)
u, = rcosg

0 : colatitude
P: azimuth

Fig. 1.5.Les coordonnées Sphériques

1.3.0Opération sur les vecteurs :
1.3.1. Addition des vecteurs :

La sommation des deux vecteurs V; et V, s’effectue en transportant les origines des deux
vecteurs en un seul point A afin de construire un parallélogramme dont les cotés sont Vl et Vz.

Le vecteur résultant V est défini par : V= Vl + Vz

= (le + Vly + Vlz)é)l + (VZX + VZy + VZZ)EZ + (V3X + V3y + V3Z)83 (|'08)

Fig. 1.6 .Regle du parallélogramme




A partir de la construction du parallélogramme, nous pouvons déduire une autre
méthode graphique pour 1’addition des vecteurs. Cette méthode est connue sous le
nom regle du triangle. Nous pourrons dessiner seulement la moitie du

parallélogramme. Le vecteur résultant de I'addition de deux vecteurs peut étre trouvé

en disposant V; et V, bout a bout et en joignant ensuite I'origine de V, a I'extrémité de

—

v

Fig. 1.7. Regle du triangle

L'addition de plusieurs vecteurs de fait en disposant tous les vecteurs bout a bout et
en tracant le vecteur qui a comme origine, l'origine du premier vecteur, et comme
extrémité, I'extrémité du dernier. Cette facon de procéder traduit graphiquement la
regle du polygone.

Fig.1.9. Regle du polygone

D’autre part, La sommation des vecteurs est :
* Commutative : V; +V, =V, V, (1-10)
« Associative : (V; +V,) +V; =V, + (V, +V3) (1-11)

+ Distributive par rapport a la somme vectorielle : A(V;, + V,) =AV, +AV,  (1-12)




«Distributive par rapport a la somme scalaire : V(A; + A,) = ?\17 + AZV (I-13)

1.3.2 .Soustraction des vecteurs :
La soustraction de deux vecteurs Vl — Vz est le vecteur V défini comme I'addition du vecteur

V, aun vecteur V', égal et opposé a V, .

Fig. 1.10. Soustraction de deux vecteurs

1.3.3. Décomposition des vecteurs :

Nous avons montrés jusqu'a maintenant qu'il est toujours possible de remplacer deux ou

plusieurs vecteurs par un vecteur unique. Réciproquement, il est toujours possible de
remplacer un vecteur unique V par deux ou plusieurs vecteurs. Ces vecteurs sont appelés les
composantes du vecteur original V. Nous devons considérer deux cas d'intérét particulier :

1. Une des composantes Vl est fixée. On calcule la deuxieme composante en utilisant
la regle du triangle.

2. Les deux directions de décomposition sont données. La grandeur et I'orientation des
composantes sont obtenues en appliquant le principe du parallélogramme.

1.4. Produit des vecteurs :

I.4.1 Produit scalaire entre deux vecteurs :
Soient deux vecteurs Vl et Vz,leur produit scalaire est un produit qui donne comme

résultat un scalaire, , (Fig. 1.11) : V..V, = |V, |. [V3|cos 6 (1-14)

Tel que 0 est I’angle entre les deux vecteurs, Ce produit admet quelque propriétés tel

que: i.i=1, .j=0
Un produit scalaire de deux vecteurs est :

« Commutatif : V,.V, =V,.V, (1-15)




* Associatif par rapport la multiplication d’un scalaire

AV V) =AV, AV, = V, .(AV,) (1-16)
* Distributif par rapport la somme vectorielle :
Vi (Vy + Vy)=V,.V, + (V. V) (1-17)
* Nul si seulement si les deux vecteurs sont orthogonaux :
V, LV, =V,.V, =0 (1-18)

R

V,y

A
Fig. 1.11. Produit scalaire

1.4.2 .Produit vectoriel : Soient deux vecteurs \71 et \72, leur produit vectoriel est un

vecteur orienté (Fig. 1.12), V, AV, =V

*a direction est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs V, et V,

Fig. 1.12. Produit vectoriel

* |e sens est donné par la regle des trois doigts de la main droite

* sanorme vaut V;AV, = [V;]. |V, |sina (1-19)




Tel que a est I’angle entre les deux vecteurs
“Propriétés: TAT=0, IAj=k

Le produit vectoriel peut étre calculé par la méthode directe en coordonnees

cartésiennes dans un repére orthonormé direct :
Vi AV, = (x40 + y17 + 24K) + (%21 + 5] + 2,K)
Vi AV, = (712 — 21¥2)T + 21X,0 — X122) T + (X1y2 — Y1X2)k

il peut étre aussi déterminer par la méthode du déterminant

—
»

i

ST Y1 g1 K gl , X1 eV »

ViAV = Ix 1 7| = y2>422 1= |X2><XZZ ]+ |x27<y2| k= (y122 — y2z0)1 -
X2 Y2 73

(X125 — 2:%,)] + (X172 — y1%2)k (1-20)

D’autre part, Le produit vectoriel est :

* Distributif a gauche et a droite pour la somme vectorielle :

(Vo + Vo)AV, =Vo AV + (V5 AVy) et Vin (Vo + Vg)=Vy AV, + (VpAVs)  (1-22)

* Associatif par rapport la multiplication par un scalaire :

AV, AV =2V, AAY, = V; A (AV,) (1-22)

*Antisymétrique otl anticommutatif : (V; A V,)=— (V, AV,) (1-23)
* Nul si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires :

\_/)1//72 <:V1 /\VZ =6 (|'24)
1.4.2. Le produit mixte
Le produit mixte de trois vecteurs V;, V,, Vs est la quantité scalaire définie par :
X1 Y1 721

X2 Y2 Zp
X3 y3 Z3

VT- (VzAW) = = (Y223 — ¥322)X1 — (X223 — Z3X3)y1 + (X2¥3 — ¥2X3)7q (|'25)




1.4.3. Regle des sinus dans un triangle
Soit un triangle quelconque ABC nous pouvons établir une relation entre les trois cotés et les
trois angles du triangle.

Dans les triangles ABD et CBD , nous avons :

. DB ¢ i D dot
sma—AB,e smB—BC ou

. BC AB
AB sina = BC sin [3,0n déduit : =

sina sin 8

Fig. 1.13.Régle des sinus dans un triangle

De méme pour les triangles AEC et BEC:
NOUS avons : sina = — et sin(m—6) = e
AC BC

d’ou ACsina = BCsin(m —0) = BCsin®

_AC

sin a sin 0

On déduit :

On deduit finalement une relation appelée regle des sinus dans un triangle:

BC _ AB _ AC (1-26)

sina sin sin 0

1.5. Les Torseurs:

1.5.1.Introduction

Le torseur est un outil mathématique privilégié de la mécanique du solide. L utilisation
des torseurs dans 1’étude des systémes mécaniques complexes est trés commode car
elle facilite 1’¢écriture des équations vectorielles. Une équation vectorielle représente

trois équations scalaires et une équation torsorielle est équivalente a deux équations
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vectorielles donc a six équations scalaires. Nous verrons dans les prochains chapitres
quatre types de torseurs différents : le torseur cinématique, le torseur cinétique, le

torseur dynamique et le torseur des actions.

1.5.2. Définition
Un torseur que nous noterons [T] est défini comme étant un ensemble de deux champs
de vecteurs définis dans I’espace géométrique et ayant les propriétés suivantes :

a) Le premier champ de vecteurs fait correspondre a tout point A de 1’espace un

vecteur R indépendant du point A et appelé résultante du torseur [T]

b) Le second champ de vecteur fait correspondre a tout point A de 1’espace un vecteur

M, qui dépend du point A. Le vecteur M, est appelé moment au point A du torseur

[T]

1.5.3. Moment d’un vecteur par rapport a un point

Le moment au point A est indépendant de la position du vecteur V sur I’axe . En effet

nous avons : My (V) = ACAV = (AB + BC)AV

—

Ornousavons:BC [V =BCAV=0

M, (V) =ACAV = (AB + BC)AV = AB AV (1-27)

A" B

Fig. 1.14. Moment d’un vecteur par rapport a un point

Le moment M,( V) est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs AB et V La

distance AB est souvent appelée bras de levier.

1.5.4. Moment d’un vecteur par rapport a un axe

10




Le moment M,( V) d’un vecteur V par rapport & un axe (A)défini par un point A et un

vecteur unitaire i, est égal a la projection du moment M, (V) sur I'axe (A).
M,y(V) =M, (V).d)d (1-28)

Le moment par rapport a I’axe (A) est indépendant du point A.

Fig. 1.15. Moment d’un vecteur par rapport a un axe
1.5.5. Notation

Larésultante R et le moment résultant ﬁA au point A , constituent les éléments de

réduction du torseur au point A.

-La résultante des n vecteurs : R = > Vl (1-29)

-Le moment résultant en un point A de I’espace est donné par :
M, E1L1 AB, AV, (1-30)

Les deux grandeurs constituent le torseur développé au point A associé au systeme de

—

vecteurs donnés. On adopte la notation suivante :[T], = {l\_/fR (1-31)

A

1.5.6. Propriétés des torseurs

1.5.6. a. Invariants d'un torseur : un invariant du torseur est un parametre scalaire ou

vectorielle indéependant du point de réduction du torseur, tel que:

11




*|_a résultante R d'un torseur est un invariant.

*L'invariant scalaire (Automoment) d'un torseur est le produit :
A=RM,=RM, (1-32)

*L'invariant vectoriel d'un torseur est le vecteur :
— R

1.5.6. b. Axe central d'un torseur : On appelle axe central d'un torseur, I'ensemble
des

points P pour lequel la résultante et le moment en P sont colinéaires. Le coefficient de
linéarité s'appelle le pas du torseur.

M,=AR (A € IR) ©PEA

—

Soitle [T], = {MR avec R # 0 Si P estun point de l'axe central ona: ﬁp = AR et
A

=

M, = M, + PAA
R || MP © RAMP = 0 = R (M, + PAAR) = RAM, + RA (PAAR)

En utilisant la relation du double produit vectoriel, on obtient 1’équation vectorielle de
’axe central du torseur:

—= _RAMp , RMP = RAM
AP=—"24+-— R=-—"4
R R R

+ W R (1-34)

Etant que, A le pas du torseur est :

=\

Mp.
R2

Mp=ARe Mp.R=ARR 221 = (1-35)

En outre, au niveau de ’axe central du torseur on a :

* |le moment en tout point de I'axe central est invariant appeler moment central du
torseur.

* la norme du moment central est minimale.

* |le vecteur directeur de la droite de 1’axe central du torseur est la résultante du torseur

1.6. Espace vectoriel des torseurs:
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1.6.1. Addition de torseurs : La somme de deux torseurs [T]; et [T], est un torseur
[T], dont les éléments de réduction sont respectivement la somme des éléments de

réduction des deux torseurs [T]; et [T], .

R=R, +
[T]a =[T]1+ [T]; ={—» 2 (1-36)
My = My + My

1.6.2. Produit par un scalaire : On définie le produit par un scalaire du torseur

[T]a = {_B par le torseur : [T], = A[T1]a © [T]a = {_,R - )\E} (1-37)
MA MA =A 1A
Avec AelR

1.6.3. Produit de deux torseurs: On appelle comoment des deux torseurs [T]; et [T],

le réel défini par :
(I)(A) = [T]l ® [T]Z =§)1'I\_/I)ZA +§)2.I\_/I)1A (|'38)

1.6.4. Torseur nul
Le torseur nul, noté [0] est I’élément neutre pour 1’addition de deux torseurs. Ses

éléments de réduction sont nuls en tout point de I’espace

NL:&?:i)VAem3 (1-39)

A —_
1.7. Type des torseurs :

1.7. 1.Couple : On appelle couple un torseur dont la résultante est nulle. Le moment

d'un couple est un invariant du torseur et par conséquent les invariants scalaire et

—

R=0

I\ 1-40
M, # 0 (1-40)

vectoriel sont nuls aussi. [T] = {

1.7. 2.Glisseur : On appelle glisseur tout torseur de résultante non nulle qui admet un

point P pour lequel son moment est nul. [T] = {_> lii 0 (1-41)

R.MA =
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1.7. 3. Torseur quelconque : Un torseur est quelconque, si et seulement si, son

invariant scalaire n'est pas nul. R.M, # 0 (1-42)
1.8. Tableau récapitulatif sur les torseurs
Eléments de réduction au point 4 Construction minimum | Type de torseur
‘E * (_)ﬂ . Un vecteur li¢ unique Torseur glisseur
R.M,=0
-0 Deux vecteurs liés formant
R un couple Torseur couple
M,#0
R <0 Un vecteur li¢ + 2 vecteurs | Torseur quelconque
Ma# liés formant un couple
‘i: 0 . Vecteurs nuls Torseur nul
M,=0
EXERCICES RESOLUS
EX:01

Deux points A et B, ont pour coordonnées cartésiennes dans 1’espace :

B(5,7,2) Déterminer les composantes du vecteur AB ainsi que son module, sa

direction et son sens

EX:02 Dans un repére orthonormé R(0,%j, k) on donne trois points A, B, C de

I’espace ayant pour coordonnées : A(1,3,4), B (-1,4,-2) et C (0,1,1) .soit (n) un plan

défini par ces trois points et la normale n” a celui-ci.

Déterminer les composantes du vecteur

suivant la normale a ce plan.

14
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EX:03 on donne U (—1,0,5) etV (4,y,z) Déterminery,z pour que les vecteurs U

'V soient colinéaires

EX:04 on donne U (2,—3,5) etV (3,y,—2) Déterminer y pour que les vecteurs U
.V soient perpendiculaire

— —

EX:05 trouver le volume d'un parallélépipede de cotés U, VetW tels que

U(3,-1,0),V(0,1,2) ,W (1,5 —4) .

EX:06 Par rapport a un repére R (0,X,Y,Z) on considere les vecteurs U (0,3,1)
,V(0,1,2)

1-Calculer U.V et en déduire I'angle @ (U, V)

2-Déterminer les cosinus directeurs de U et V

3-Calculer les composantes de UAV = W

4-Déterminer ||W|| par deux méthodes.

EX:07 La trajectoire d’un mobile dans un repére orthonormé directe R(0,T, j, E)) est

donnée par les équations paramétriques suivantes:
3
X=42 Y=4(t-%) Z=3t+¢

Montrer que le vecteur vitesse V fait un angle constant avec I’axe oz. Quelle est la

valeur de cet angle.

—

EX:08 Dans un repére orthonormé R (0,1, j, k) , deux points A et B ont pour
coordonnées : A(2,2,-3), B(5,3,2) Déterminer :

1) Le moment du vecteur glissant AB par rapport au centre O du repeére ;

2) Le moment du vecteur glissant AB par rapport a la droite (A) passant par le point O
et le point C(2,2,-3).

EX:09 Soient les trois vecteurs:

— —

V1=_T+T+K ,V2=T+2E,V3=T_T
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définis dans un repére orthonormé R (0,7, j, ?) et liés respectivement au points
A(0,1,2), B(1,0,2) ,C(1,2,0)

1) Construire le torseur [T], associé au systéme de vecteurs V;, V,, Vs
2) En déduire 1I’auto moment ;
3) Calculer le pas du torseur ;

4) Déterminer I’axe central du torseur vectoriellement et analytiquement

EX:10

Soit le torseur [T;], deéfini par les trois vecteurs Vl 214+ 3j=7 kK et

V,=371—j—k, et V,=—7—2j+8k  définis dans un repére orthonormé

R(0,T.}, k) respectivement au points A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) ; et le torseur

—

[T = {7 o0 Rp = 27+ j+3k et M, = —37+2]~ 7k

1) Déterminer les élements de réduction du torseur [T;], , conclusion;
2) Déterminer le pas et 1’axe central du torseur [T; ],
3) Calculer la somme et le produit des deux torseurs ;

4) Calculer I’auto moment du torseur somme .

EX:11 Soit A un point de I’espace dans un repére orthonormé R (0,1, j, E) avec

12

> k etunvecteur V;, = =37 + J+ 3k dont I’axe passe par le

wrd 21
9

0A= —27-27—
9
point A, Soit [T,], un torseur défini au point O par ses éléments de réduction R, et

M,, tel que:

R, =(0—4) T+ df+ 30k

[T2]0= {

M= (2a+9) ]+ (-3a— Dk

1) Déterminer les élements de réduction du torseur [T; ], dont la résultante est le

vecteur V;
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2) Pour quelle valeur de a les deux torseurs sont égaux ;
3) En déduire le pas et I’axe central du torseur [T,], pour cette valeur de a

4) Calculer le produit des deux torseurs pour o = 2

EX: 12 Soient deux torseurs [T;] et[T,], définis au méme point A par leurs

éléments de réduction dans un repére orthonormé R(0,7,j, k)

R, =—37+4 2]+ 2K R,=37-2j-2k

. [TZ]A={ .
MlA:Lﬁ)_ T—7k et MZA :41f+ T+7k

[Ti]a= {

1- Déterminer I’axe central et le pas du torseur [T;]a
2- Déterminer 1’auto moment du torseur [T;], ,montrer qu'il est indépendant du

point A
3- Construire le torseur [T;], =a[Ty], + b [T,]4, avec a et b € IR

4- Quelle relation doivent vérifier a et b pour que le torseur [T;]4 Soit un torseur

couple
5- Montrer que le torseur couple est indépendant du point ou le mesure .

6-Déterminer le systéeme le plus simple de vecteurs glissants associés au torseur

somme [T;], + [T;]a

EX:01
Le vecteur AB est donné par: AB = OB+ 0A = 37+ 4] +5k

Son module : AB = /32 + 42 + 52 =+/50

Sa direction est déterminée par les angles (a, B,6 ) qu’il fait avec chacun des axes du

repere.
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Ces angles se déduisent par le produit scalaire du vecteur AB par les vecteurs

unitaires du repére orthonormé :

- AB

a= (A_B),'f) : AB.T = AB.1 cosa & cosa =

—y

3 = 0424 = a = 64.89°

AB.1 V50
=5 . Ao __ ABj 4 _
B = (AB,j) : AB.j =AB.1cosp & cosB = 1= 75 =0.565 =B = 55.54°
0 = (AB,K) : AB.K = AB.1cosd & cosf =X = > = 0,707 = 0 = 44.99°
AB.1 50

son sens : comme le produit scalaire du vecteur AB avec les trois vecteurs unitaires est

positif alors, il a un sens positif suivant les trois axes du repere.

EX:03

On'a:U(-1,05) etV (4,y,2),

pour que les vecteurs UetV soient colinéaires il fautque: U AV =0
—1 4 0 =5y 0 y=0
o )aly)=(0])={z+20|=(0)={ 2,
5 z 0 -y 0
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EX:04

On'a:U(2,-3,5) etV(3,y, —2)

pour que les vecteurs UetV soient perpendiculaires il faut que :
U1V=1U.V=0

6x —3y —10 =0 =y =—

EX:07

PA
La vitesse du mobile est donnée par: Vs =8t 1 Yy
V=4V, =4(1-1") -
v, =31+ I
. =3(1+1%) ;
Nous avons en effet : v,
- o
— 2 2
Vg = [V"+V, .
i
gl S
f = —_— = - -
y 7.

647 £16(1-12)*  Nedr® +16t* 321> +16

tgl

£ 31+1%) 3(1+1%)

o — V16> +262 +1)  \J16(1+1%)°  4Q1+7%) 4

YT T304 30+4£7)  30+4) 3
tgfd=— = #=5313° C'est la valeur de I’angle est bien constante.
EX:08

1) Le moment du vecteur AB par rapport au point O est donné par :
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M, = OAAAB = ( %) /\(i) = (_1139) =137-197— 4k
-3 5 4

2) Moment du vecteur AB par rapport au point & la droite ( A) définie par le point O

NI = __0C _ 2f+2j+k 1
et le vecteur unitaire u tel que : u = — = =

ocC VATAT1 5(21+2]+k)

M, = (M. 1)U = <_i9>.§(%>.u =5 (26-38—-4)Ui=-—_1
EX:09

1) Les éléments de réduction du torseur [T], sont :

Larésultante :R=V, +V, +V; =7+ 3Kk

Le moment au point O : M, = OA AV, + 0B AV, + 0C AV,

e () B0+ (-

—

2) L’automoment : A = R. M, = (‘]’+3E).(—f—2]’—k) = —-2-3=5

PR -5 -5

RZ V2432 Y10

=l

3) Pas du torseur : A =

4) Equation vectorielle de 1’axe central :

Si I’axe (A) est un axe central alors : VP € (A):>l\_/fp =AR , Son équation

f_()/\MO
R2

% =55 (8) () ()5 () )

= 1*+( > +A)"+(1 +3A>E
- 2! 10 7)) T \10

vectorielle est donnée par : OP = +AR ,avec A € IR
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X
Si: @E{y alors,x=§ ,y=—i+}\,z=%+3)\
Z

D’ou : z =%+3 (y+%) =3y+1

L’axe central est une droite dans un plan parallele au plan (yOz) situé a x =% et
d’équation:z = 3y + 1

EX:10

1) Eléments de réduction du torseur:

[T] _{ ﬁ == Vl +v2 +V3
0 Ml():ag/\vl +6§AVZ +0_C_)AV3

ﬁ=V1+VZ+V3=6

o (0)2) ()0 (3)-6) (E)- ()

2) Pas et axe central du torseur [T],

MR, (21+7+3k).(-31+27-7k) _ 11

P,
?7 R 4+1+9 7
=5 _ RaAM,
et Axe central du torseur : OP = —>—+A.R;
2

(2 (3, (2L (1), (2
=\ A 2 )AL= 3 ) HAL
3/ \-7 3 7 3
~13 /5 . 1 -
=(W+2x)1+<—+x)]+<—+3x)k

14 2
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3) Somme et produit des deux torseurs

a) Somme des deux torseurs :

[T] =[T]+[T]={ﬁ o
0 o 210 M0=M10+M20=—21+8

b) Produit des deux torseurs :

ﬁ ﬁ — — - @ —
[Ti]o ® [T2]o = {ﬁl X {_72 = Ry .My + R;. My =25
10

4) Automoment du torseur somme :

A=RM,=(271+7+3Kk).(-21+8j—7k) = —17
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Chapitre 11: Généralités et définitions (systeme de Forces)

11.1.Définition
En physique, la force est une action mécanique capable de créer une accelération,

c'est-a-dire une modification de la vitesse d'un objet ou d'une partie d'un objet, ce qui
induit un déplacement ou une déformation de I'objet. Elle est généralement représentée

par un vecteur pour donner son sens et sa direction (au sens mathématique du terme).

Le vecteur force est caractérisé par 4 éléments :

1.la direction : orientation de la force.

2.le sens : vers ou la force agit.

3.la norme (ou intensité) : grandeur de la force, elle est mesurée en Newton (N)
4.le point d'application : endroit ou la force s'exerce.

L'unité de mesure (SI) d'une force est le newton, symbole N, (kg. m.S™?)

Fig. 11.1. Représentation mathématique de la force

11.2. Classification de forces

Les forces qui agissent sur un corps rigide peuvent étre divisees en deux groupes:

Forces intérieures et forces extérieures.
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11.2.1.Les forces intérieures

Représentent 1’interaction entre 1’ensemble des points matériels constituants le corps
rigide

11.2.2.Les forces extérieures

Représentent  1’action  des  autres  corps sur le corps  étudié.
- Les forces extérieures sont de deux types : Forces actives et forces réactives
(Réaction).

Lorsque I’on étudie la mécanique des corps rigides, ou 1’on veut connaitre que les
effets des forces extérieures, 1’expérience nous prouve qu’il n’est pas nécessaire de
lier ’action de la force active a un point donné (Principe du vecteur glissant).
En mécanique des corps rigides, nous allons étudier que presque toutes les forces sont

des vecteurs glissants.
11.3. Types des forces

Les phénomenes qui provoquent I'accélération ou la déformation d'un corps sont trés
divers, on distingue donc plusieurs types de force, mais qui sont tous modélisés par un
méme objet : le vecteur force. Par exemple, on peut classer les forces selon leur

distance

11.3.1.Forces de contact: Les forces de contact sont I’ceuvre d’un contact direct et
physique entre deux corps. Les forces de masse sont celles dont I’action est centrée a

une certaine distance, forces gravitationnelles, magnétiques et électriques)

11.3.2.Forces surfaciques: Lorsqu'une force s'exerce sur une surface, il est parfois
intéressant de considérer la répartition de la force selon la surface. Par exemple, si I'on
enfonce une punaise dans du bois, la punaise s'enfonce car la force est répartie sur une
toute petite surface (I'extrémité de la pointe) ; si I'on appuie simplement avec le doigt,
le doigt ne va pas s'enfoncer dans le bois car la force est répartie sur une grande

surface (I'extrémité du doigt).

Exemple
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- le vent exerce des actions sur toute la surface de la voile
-le vent qui gonfle une force de pression

11.3.3.Forces volumiques : Il existe des forces qui s'exercent sur la totalité de I'objet,
comme le poids, ces forces sont dites volumiques. On démontre, dans le cas des
solides indéformables, que I'action de telles forces est équivalente a I'application d'une
seule force au barycentre du corps, encore appelée « centre de masse », « centre de

gravité » ou « centre d'inertie ».

Exemple: L'aimant attire les clous. les clous sont attirée par I'aimant. les clous se
met en mouvement et se rapproche de I'aimant. Ceci est donc une force qui modifie
I'état de repos des clous. La force a donc une direction : dans ce cas, les clous sont

déplacé horizontalement vers I'aimant.
11.4.0pérations sur la force (composition, décomposition, projection)

En outre, les forces peuvent étre concentrées ou réparties. L’action d’une force est

toujours accompagneée par une réaction égale et de sens opposee.

11.4.1.composition de deux forces

Deux forces F; et F, concourantes peuvent étre additionnées en utilisant la loi du
parallélogramme afin de trouver leur somme ou résultante R. La régle du triangle est

aussi applicable pour déterminer R.

2|

Fy

'_:'fu

Fig. 11.2a. Décomposition d'une force
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Souvent on doit remplacer une force par ses composantes vectorielles agissant selon
des directions spécifiées. C’est ainsi que la force R. peut étre remplacée ol

décomposée en deux composantes vectorielles E et ﬁz en appliquant le principe du

parallélogramme.

Fig. I1. 2b. Parallélogramme des forces

Remarque: La relation entre une force et ses composantes vectorielles suivant des
axes précis ne doit pas étre confondue avec la relation entre une force et ses

projections perpendiculaires sur ces mémes axes.

Fig. I1. 2c. Larelation entre une force et ses composantes vectorielles

11.4.1.a. Cas de deux forces paralléles (Fig. 11.3)
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11.4.2. Composantes rectangulaires

Systeme d’axe perpendiculaire: (systeme rectangulaire)

On'a F=F,+F, ., F.et F, sont les composantes vectorielles de F
rectangulaires).

F=FJi+Fj

F, et F, sont les composantes scalaires de F (selon x et selon y).

Fy=F cos¢ ,F, =Fsing ,F= fFX2+Fy2 (11-01)

Les composantes scalaires d’une force peuvent étre positives ou négatives

y
74
Bl F

| -

iy

&

Fig. 11.4. Composantes rectangulaires
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Exemples: (Fig. 11.5)

‘é'e

F. = —Fcos(m— ¢) F, =4F cos(ff — a)
F, = —F sin(mr — @) B —=4Fsin )

Fig. 11.5. Composantes rectangulaires

Souvent il est commode d’obtenir la somme ou la résultante R de 2 forces

concourantes coplanaires en utilisant leurs composantes rectangulaires (Fig. 11.5.) .
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"

Fig. 11.6. résultante de deux forces concourantes coplanaires

ﬁ = F)l + F)z = (F1XT+ FlyD + (FZXT + FZyD (“'02)
RXT+ Ry-f = (le + FlyF)T‘l‘ (FZX + Fzy)-f (”'03)
d’ou RX = le + FZX = Z FX (“‘04)
R, =Fy, +F, =X F, (11-05)

Y. F, : Somme algébrique des composantes scalaires selon 1’axe 2

% F; : Somme algébrique des composantes scalaires selon I’axe 3

11.4.3. Systemes de forces a trois dimensions

11.4.3.1.Composantes rectangulaires

=l
'

Fig. 11.7.composantes rectangulaires
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Tres souvent les problémes rencontrés en mécanique sont définis dans un systeme a 3
dimensions, d’ou la nécessit¢ de décomposer une force en trois composantes

perpendiculaires les unes par rapport aux autres.

-

F ayant son point d’application en 9 a comme composantes rectangulaires F, F, et F)Z

X1ty
Fy = F cosy,
ou: F, = F cose, (11-06)
F, = F cosq,
( F=\/FX2+Fy2+FZZ
4 F=Fi+F,j+F,Kk (11-07)
Lﬁ = Fcos @, 1+ F cosq,j+ F cos@, K
Posons 1= cosg, , m = cosg, , n = cosg, ou (I +m?+n?) =1 (11-08)
F=Fn; (11-09)
ny :Vecteur unitaire qui caractérise la direction de F
hp=1T+mj+nk (11-10)

Quand on résout des problémes en trois dimensions, on doit généralement trouver les
composantes scalaires x,y ,et z d’une force donnée ou inconnue.

La détermination de direction d’une force se fait au moyen:

a) de deux (02) points sur la ligne d’action de la force.

b) De deux (02) angles qui orientent la ligne d’action.

a) 2 points sur la ligne d’action de la force sont connus:

Si les coordonnées de A et B sont connues, on écrit F ainsi:

= - AB (x2—x)i+(2—y1)j+(z2—21) K
F=F.U.=F%= = 11-11
¥ AB V&x2—x1)2+(y2—y)%+(z2—21)? ( )
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s ,{.:».‘3-3"3:24 Za)

A= (xaayil-_-_z'}_

(22— 2,)

¥z —¥1)
Fig.11.8. deux points sur la ligne d’action de la force.

b) 2 angles qui orientent la ligne d’action sont connues:

Fig.11.9. deux angles qui orientent la ligne d’action sont connues:

ny = F cos®
{ F, = Fsin® e
Fy = Fy, cos@ = F cos cos¢ (11-13)

F, = Fy, sing = F,, cos® sing
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11.6.Modeles mécanique
11.6.1.Point matériel

On appelle un point matériel, une particule materielle dont les dimensions sont
négligeables dans les conditions du probleme considéré. La différence par rapport au
point geometrique, réside en le fait que le point matériel est supposé contenir une
certaine quantité de matiére concentrée. Un point matériel jouit donc de la propriété
d’inertie, et d’interactions avec d’autres points matériels.

11.6.2.Corps solide parfait

Tout corps physique se présente en mécanique comme un systéeme de points mateériels :
on entend par-la un ensemble de particules matérielles qui agissent les unes sur les
autres conformément au principe d’égalité de I’action et de la réaction. Par corps
solide, on entend un corps dont deux points quelconques restent en toutes
circonstances sépares par une distance inchangee. Autrement, le corps solide conserve

une forme géométrique constante il reste indéformable.
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EXERCICES RESOLUS

EX:1 La résultante de deux forces F; etF, est égale 4 50 N et fait un angle de 30°

avec la force F;=15 N. Trouver le module de la force 1_52 et I’angle entre les deux

forces?

EX:2  Soient deux forces E et ﬁz faisant chacune respectivement un angle de

25° et 35° avec la résultante R qui a une valeur de 400 N . Déterminer les modules

des deux forces.

EX:3 Laligne d’action d’une force F de 800N, passe par les points (1.22,0,2.74)et

(0,1.22,0.61) et dans un repére orthonormé. Déterminer les composantes de cette force

EX:4 Calculer la résultante R des 4 forces appliquées comme le montre la figure.

F;= 150N

F3= 110N

EX:5 Un manchon qui peut glisser dans un axe vertical est sollicité par les trois forces
représentees. La direction de F peut varier. Dites s’il est possible que F forme avec les

deux autres forces une résultante R horizontale, sachant que la grandeur de F est :

a) 2135 N, b) 1245 N
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—~ 1067N

ol F11.7N

Solutions Exercices
EX:1

R=50N;V; = 15N N, «30°,nousavons: R = F; + F,

Dans le triangle rectangle: ACD rectangle en D, nous avons : AC? = AD* + DC?
AD= AB+BD =F, +F, cos6 et DC=F, sin@

On obtient alors :

R? = (F; +F, cos8)? + (F, sin0)? =F,> 4+ F,> + 2F,F, cosH

R? =F,* + F,> + 2F,F, cos® (1)

) DC )
smoc=?=>CD=R.smoc

. . CDh .
Nous avons aussi : sin9 = o= CD =F,.sinH
2

Donc : R.sina = F,.sin 6 (2)
AD _ Fy+F, cos 0 R cos a—F
et COSQZ?Z% zcos@z% (3)
2
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en remplagant I’expression (3) dans (1), on aboutit a :

R cosa — F;

R? = F,* + F,% + 2 F,F, (
F

) = F12 + F22 +2F1(R COS(X_Fl)

d’ou:F, = \/RZ —F,* —2F;(R cosa —F;)

F, =+/(50)2 — (15)2 — 2 (15)(50 cos30 — 15) = 44.44 N

L’expression (3) nous donne : cos 6 = % = 0.566 = 0 = 55.53°
EX:2 Utilisons la regle des sinus :
BC — AB — AC
sin 259 sin 359 sin«
a = 180° — (25° + 35%) = 120° >
or nous avons : AB = F, .BC =F,
et AC =R
Dou: F, =R :;nffooo = 195N etF, =R % = 265N
EX:3

e — — ﬁ .y - , .
Nousavons: AB = AB.upyg = upg = 5 vecteur unitaire porté par la ligne

d’action .
. AB ~1.227+1.227-2.13k ~1.227+1.227—-2.13k
u = — = =

A TAB T [(C122)7 + (1.22)2 + (—2.13)2 2.74

U = —0.4457+ 0.4457 — 0.777 k

Laforce F sécrira: F = F.U,; = 800(—0.4457+ 0.445] — 0.777 k)

F=-03567+0.356]— 0.621.6 k
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Les composantes de la force sont ainsi connues suivant les trois axes du repéere.

EX:04

ﬁ=ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+ﬁ4 f

La projection sur les axes du repére :

Sur ’axe ox :

R, = F;cos30 — F, sin 20 + F, cos 15

Sur I’axe oy : F3=§110N
R, = F;sin30 + F, cos20 — F3 — F4 sin15
A.N: R, = 199.24N et R, =14.22N
R= /RXZ +R,> =199.7N
EX:5
R=F+ F, +F,
La projection sur les axes du repére :
Sur I’axe ox : r A
R = F sina + F, cos30 ... ... .... (1) HF1=: 1067
Sur I’axe oy Fp= 711.7N
0= —FeosatF,sm30+Fr oo TN

De I’équation (2) :

sin30 + Fl

= 3
Cos o F (3)

A.N:

1¢" cas: F = 2135 N : cos a = 0.66 donc on peut avoir une résultante horizontale.
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2°" cas: F = 1245 N : cos a = 1.14 dans ce cas impossible d’avoir une résultante

horizontale.
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Chapitre 111 : Statique

I11.1.Introduction

La statique est la partie de la mécanique rationnelle, qui étudie les forces qui
s’exercent sur un objet en équilibre et au repos. On peut, par exemple, déterminer les
forces qui interviennent sur les €léments de structure d’une construction tels qu’un
pont ou un batiment ou encore celles qui s’exercent sur des structures biologiques
comme les machoires, les membres ou le squelette. La statique permet aussi d’évaluer
I’avantage de mécanique obtenu au moyen de machines simples comme, par exemple,

les leviers qui interviennent dans le corps humain.
I11.2.Notion principales sur la statique
I11.2.1.solide parfait

Tout corps physique se présente en mécanique comme un systéme de points matériels
,on entend par-la un ensemble de particules matérielles qui agissent les unes sur les
autres conformément au principe d’égalité de 1’action et de la réaction.
Par corps solide, on entend un corps dont deux points quelconques restent en
toutes circonstances séparés par une distance inchangée. Autrement, le corps solide

conserve une forme géométrique constante (il reste indéeformable)
111.2.2.Equilibre

Le principal objectif de la statique est d’établir les conditions nécessaires et suffisantes
pour assurer 1’état d’équilibre aux ouvrages du génie. Quand un corps et en équilibre,
le torseur résultant des forces extérieures qui agissent sur lui est nul, donc la force

résultante et le moment en tout point sont nuls.

—

R=YF=0 etMy=YM=0 (111-01)

Ces deux égalités sont les deux conditions nécessaires et suffisantes pour assurer
I’équilibre.

A L’équilibre en deux dimensions:
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111.2.2.1. Isolation des systemes mécaniques

Avant de passer a 1’application des équations d’équilibres, il est essentiel de définir
avec précision le corps ou le systeme mécanique qui doit étre analysé afin de pouvoir
représenter clairement et compléetement toutes les forces extérieures qui agissent sur
lui. L’omission d’une force ou I’inclusion d’une force qui n’agit pas sur le corps €n
question aboutiraient a des résultats erronés. Un systeme mécanique est défini comme
un corps ou un jeu de corps qu’il est possible de dissocier de tous les autres corps
environnantes. Un tel systéme est: soit un corps unique ou un ensemble de corps
connectes.

Des que nous avons fait notre choix sur le corps ou I’ensemble de corps que 1’on veut
analyser, on isole ce corps ou cet ensemble de corps de tous les autres corps ou
éléments avec lequel il est en contact. On trace ensuite le schéma du corps libéré sur
lequel on applique toutes les forces extérieures qui agissent sur lui. C’est seulement
apres avoir tracé avec précision ce diagramme que ’on applique les équations

d’équilibre de la statique.

111.3. Conditions d’équilibre

L’équilibre est réalisé quand la force résultante R et le moment résultant M sont tous
les deux (2) nuls: YFy=o0 et YF, =0 (111-02)

111.3. a.cas particulier d’équilibre: (voir tableau)

Equilibre d’un corps soumis a seulement deux forces

Fig.l1l.1a. L' équilibre de deux Forces
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Equilibre d’un corps soumis a I’action de trois forces. Elles doivent étre concourantes

et le triangle des forces est fermé.

Fig.111.1b. L' équilibre de trois Forces
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CAS PARTICULIER D’EQUILIBRE EN DEUX DIMENSIONS

Systemes de

Equations
forces

Schéma du corps isolé o
P indépendantes

Zszo

1- colinéaires

X

2- Concourantes
a un point

3- paralleles

=
I

S
||

M[\jM
||

4- systeme
général

i

Tableau I11.1. D’équilibre en deux dimensions
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* Une particule soumise a deux forces est en équilibre statique si les deux forces ont

le méme module, la méme direction mais de sens opposé tel que leur résultante, soit

nulle
R ,
- - >
Fig.111.2. L' équilibre statique de deux forces
F,+F,=0,F —-F,=0 =>F =F, (111-03)

I11.4.Systeme de forces

Un systeme de forces, c'est un ensemble de forces agissant sur un corps solide. Si le
corps reste toujours au repos sous l'action d'une systéeme de force, le systéme est appelé

systéme d'équilibre.

Systéme d'équivalent: Si deux systémes de forces {Fy,F,, ... et {P, P, ... appliqué au

solide sont dit équivalents s'ils se laissent réduire I'un a l'autre.
Un systéme de forces équivalent a zéro.
I11. 5.Principe de la statique

On demande de toutes les théorie et les équations de la statique a partir de plusieurs

suppositions quant accepte sans démonstration, et qu'on appelle I'action.
I11.6. Axiomes de la statique
111.6.1. Axiomel

Pour deux forces appliqués a un solide parfait se trouve en équilibre ,il faut et il suffit
quelles soient de module égal, de sens contraire et portes sur la méme droites.
F 1 = FZ
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S (%)
F

Fig.111.3. L' équilibre de deux forces
111.6.2.Axiome2

Un systéme de forces appliqué a un solide parfait reste en équilibre ,si on ajoute ou en

releve un systeme de forces d'équilibre.
111.6.3.Axiome3

Les forces exercées par deux solide I'un sur autre doivent &tre de méme module,

méme support et de sens opposées pour réserver I'équilibre.
111.6.4.Axiome4

Si un systeme de forces données est équilibré sur un solide ,il reste équilibré sur tout

autre solide.
111.6.5.Axiome5
Si un corps déformable se trouve en équilibre ,il reste aussi aprés la solidification.

I11.7. Liaison et réaction
111.7.1. Définition

Les solides considérés en mécanique peuvent étre libres ou liés, suivant le cas. Un
solide est dit libre s’il peut se déplacer en toute direction par contre le solide est li¢ s’il
ne peut se déplacer que dans des directions déterminées ou s’il est assujetti a rester
immobile.

Les corps matériels rigide qui s’opposent au mouvement du solide sont appelés
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liaisons, et les forces qu’ils exercent sur le solide, sont des réactions de liaisons.

La direction de vecteur réaction R dépend de la surface de contacte :

I11.7.2. Liaisons sans frottements

Dans le cas d'une liaison sans frottement (surface lisse) entre un solide et un plan, la
réaction est toujours suivant la normale au plan de contact quelques soit le nombre de

forces extérieures appliquées au solide.

Dans le cas d’un contact ponctuels sans frottement, la condition d’équilibre est

réalisée, si la somme de toutes les forces extérieures appliquées en ce point est égale a

la réaction normale en ce point : N+ Z‘,il_fi =0 (111-04)
% Mur lisse N = e N
ﬁ all N reaction B
7 N g y 4
— n n
é F,

%)

/ -3
g & action
N+P=0 N+ZF=' =

Fig.111.4. Liaisons sans frottements

111.7.3. Liaisons entre solides avec frottement

La figure .1b représente un corps en état d'équilibre statique. La réaction du plan

horizontal est égale et opposée au poids du corps. Appliquons graduellement en un
point de ce corps une force horizontale F (fig.111.5 : b.2). il existe alors une contre

force T qui équilibre et s’oppose a cette force F.

T : est appelée force de frottement statique.
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Elle résulte d’un grand nombre de parametres liés aux états de surfaces, a la nature des

matériaux et aux forces de contact entre la piéce et la surface considérée.

Dans le cas d’une surface avec frottements (fig.111.5 : b.3), la condition d’équilibre
s'écrira:
N+T+Y,F =0 (lasomme des actions et des réactions, est nulle ) (111-05)

soit u, :Le coefficient de frottement statique (dépend uniquement de la nature des
surfaces
de contact) nous pouvons écrire :

* Pour que I’équilibre statique soit réalisable il faut que : |T‘)| < W, |N)| (111-06)

N
— —

*A 1’équilibre limite on aura : |T| = U, |N| : Uo =tan@ = %l (11-07)

La force de frottement T est dirigée dans le sens contraire du mouvement et I’angle ¢

est appelé angle de frottement statique.

SiF >T, lesolidese meten mouvement de glissement sur la surface.

R

. N
N . N 5 R
T 3 & A
Z F A R,
¥ =5
3 _ P Figure : b. 3
Figure : b.1 Figure : b.2 ! }_5

Fig.111. 5. Liaisons avec frottements

111.8. Type de liaison

Les liaisons peuvent étre matérialisees soit par des appuis, articulations,

encastrements, etc.
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Dans les cas énumérés sont confectionnées a partir d’un materiau absolument rigide, et
que le frottement, aux points de contact avec les solides considérés, est géneralement
négligeable.

111.8.1. Liaison ponctuelle (Appui simple d’un solide sur une surface parfaitement
lisse) :

Le solide repose simplement sur une surface polie dont la réaction est appliquée au
solide en point de contact et dirigée suivant la normale a la surface d’appui.

Dans ce type de liaison 1’appui du solide est soit :

111.8.1.a. Simple

le solide repose sur un substrat horizontal, vertical ou incliné de facon

permanente en un seul point de contacte quelque soit la forme du solide (S)

- B

Fig.111.6. Liaisons ponctuelle

111.8.2. Articulation d’un solide
Un point A d’un solide est une articulation lorsqu’il reste en permanence en un point

fixe de I’espace.

111.8.2.1. Liaison verrou (Articulation cylindrique)
Les solides sont en contact entre eux suivant une surface cylindrique. Le solide (S;) a
deux degreés de liberté par rapport au solide(S,) : Une translation suivant I’axe A,, et

une rotation autour du méme axe.

ﬁA = ﬁAX + ﬁAy avec R A = 0 (La réaction suivant I’axe de I’articulation R,, est
nulle). (111-08)
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et

Fig.111.7. Liaison verrou (Articulation cylindrigue)

111.8.2.2. Liaison rotule (Articulation sphérique)

le solide peut bouger dans tous les sens de 1’espace en restant en contacte avec un autre

solide comme celles de I'épaule, la hanche humain, les attelages de caravane, les

billettes. La réaction au point A de I’articulation sphérique a trois composantes :

(111-09)

RA = RAX + RAy + RAZ

g2

Fig.111.8. Liaison rotule (Articulation sphérique)

111.8.2.3. Encastrement d’un solide

On dit qu’un solide est encastré lorsqu’il ne peut plus changer de position quels que

soit les forces extérieures appliquées. Cette liaison est représentée par deux grandeurs :

R : la résultante des forces extérieures appliquées au solide et actives au point A
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ﬁ/A: le moment résultant des forces extérieures appliquées au solide par rapport au

point A
7 4 >
R iy £
F, F
f/‘é 1 | L
7 3 -
F,
X I\_«I},A
Fig.111.09. Encastrement d’un solide
M_)/A = Zimi AF‘)I (I“'lO)
R= X.F (111-11)

Exemple : appui simple trois fois
Nous représentons dans le tableau ci dessous les différents types d’appuis et de

liaisons et les composantes des réactions associées a celles-ci.

Type de liaisons Composantes de la réaction

Appui simple rouleau ou . 2 . .
PP P R : laréaction est normale au point d’appui.

Surface lisse sans frottement :

L

Appui simple avec frottements i
tF g R_.R_ :deux composantes dans le plan de contact

o
—

Articulation cylindrique d’axe O= = = = )
y d R_,R avec R =0 ; La composante suivant 1’axe

de 1’articulation est nulle

Articulation sphérique 3 > .
e R ,R .R_:trois composantes
Encastrement ¥ = =k )
R R R et M,, ftrois composantes plus le

moment au point d’encastrement.
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111.9. Forces concourantes
Les systemes de forces sont classés en trois catégories :

111.9.1.Concourants

les lignes d’action de toutes les forces du systéme passent par un méme point. C’est ce
que I’on appelle forces concourantes en un point.
Les forces F; + F, + Fz+.....F, concourantes en O, leur résultante unique R est

appliquée en O, et vaut la somme geométrique des vecteurs forces

R=F, +F, +F+.....F, =Y _,F, (111-12)
. F
F, O E,
—

Fig.111.10. Forces concourantes

111.9.2. Paralléeles

les lignes d’actions des forces sont toutes paralleles, on dit aussi elles s’interceptent a
I’infini

111.9.3.Non concourantes et non paralléles
Les forces ne sont pas toutes concourantes et pas toutes paralleles.

111.9.4. Résultante de deux forces concourantes

Soient deux forces _151 et _132 appliquées a un point O du solide (Fig.l1ll.11a). Pour la

détermination de leur résultante R on construit un parallélogramme sur F, et F,
(Fig.111.11b).
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Le module et la direction de la résultante R sont déterminés par la diagonale du

parallélogramme construit sur ces deux forces (fig.111.11b, Régle du parallélogramme)

Fig.111.11. Résultante de deux forces concourantes

On s’écrit: R = 1_3)1 + 1_3)2

Son module s'obtient : ||R|| = \/Flz + F,2 — 2F,F, cos(m — ¢) (111-13)

. . , . F F R R
Et sa direction se détermine - —— = %2 = ——— = —
sin @, sin g, sin {ift—¢) sin @

(111-14)

111.9.5. Résultante de plusieurs forces concourantes

111.9.5.1. Méthode du parallélogramme des forces

On peut faire la somme de plusieurs forces appliquées en un point commun

(Fig.lll.12a), en faisant leur composition suivant la régle du parallelogramme par
composer les forces _131 et _132, trouver leur résultante ﬁl puis composer cette derniére
et la force F5 , construire un parallélogramme sur R; et F, trouver la résultante R, et

ainsi de suite (fig.111.12a), jusqu'a obtention de la résultante finale R (en double lignes
dans la fig.111.12b).
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Fig.111.12. Résultante plusieurs forces concourantes (Méthode du parallélogramme)

111.9.5.2. Régle du polygone des forces

Pour la construction du polygone des forces, on respecte le sens et la direction de

chaque force.

Tout d’abord, on place I’origine du vecteur F,, a lextrémité B de F, , puis de placer
I’origine 1_53 a ’extrémité C de 1_7)2 , ..... €tC ; en joignant le point A d’application des
forces et I’extrémité de 1_5n , on obtient la résultante K La méthode porte le nom : La

regle du polygone des forces (Fig.111.13).

La ligne brisée ABDCEF s’appelle polygone des forces et le segment AF, vecteur

fermant le polygone s’appelle la résultante des forces.

Fig.111.13. Regle du polygone des forces
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EXERCICES RESOLUS

EX:01

Une barre homogene pesant 80 N est liée par une
articulation cylindrigue en son extrémité A a un
mur. Elle est retenue sous un angle de 60° avec la
verticale par un cable inextensible de masse
négligeable a I'autre extrémité B. Le cable fait un

angle de 30° avec la barre.

Déterminer la tension dans le cable et la réaction au

point A
EX:02

On maintient une poutre en éequilibre statique a
I’aide d’une charge P suspendue & un cable
inextensible de masse négligeable, passant par une
poulie comme indiqué sur la figure. a poutre a une
longueur de 8m et une masse de 50 Kg et fait un
angle de 45° avec I’horizontale et 30° avec le céble.

Déterminer la tension dans le céable ainsi que la

grandeur de la réaction en A ainsi que sa direction

par rapport a I’horizontale.

EX:03

La barre AB=L est liee en A par une

articulation cylindrique et a son extrémité B, 4 B
elle repose sur un appui rouleau. Une force O] |

de 200 N agit en son milieu sous un angle
de 45° dans le plan vertical. La barre a un
poids de 50 N.

Déterminer les réactions aux extrémités A et B.
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EX:04

L’extrémité supérieure A d’une barre homogeéne pesant 5 da N et longue de 2 m

s’appuie sur un mur vertical lisse. Un filin BC est

AC

attaché a son extrémite inferieur B.

1) Trouver la distance AC a laquelle il faut fixer le
filin au mur pour que la barre soit

en équilibre en formant un angle de 45° avec la
verticale.

2) Trouver la tension T du filin et la réaction R .

EX:05

Une échelle de longueur 20 m pesant 400 N est
appuyeée contre un mur parfaitement lisse en un point
situé & 16 m du sol. Son centre de gravité est situé a
1/3 de sa longueur a partir du bas. Un homme pesant
700 N grimpe jusqu’au milieu de I’échelle et s’arréte.
On suppose que le sol est rugueux et que le systeme
reste en équilibre statique.

Déterminer les réactions aux points de contact de

I’échelle avec le mur et le sol.

EX:01
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Le systeme est en équilibre statique dans le plan (xoy), nous avons alors :

YFE=0 © Ry +T+P oo (1)

Miy=0 & ABAT+ADAP =0 .......(2)

A8 {Leos30) g5 {L/z cos30° (0 T {77 cos60"
Lsin30°"’ L/2sin30° ©° (-P ~’ T sin 60°

L’équation (1) projetée sur les axes donne :

0X: Rpy = Tcos60° =0....ccoceeececevee e (3)

0y: Rpy + TSIN60° =P =0 .o cre e e e (4)

L’équation (2) s’écrira :

Lcos30° —T cos60° (L/Z cos 300) 0\ _ (o0
( Lsin30° )A (T sin60°) * L/2 sin 30° A(—P) =)

PL
LTcos 30°sin60° + LTcos 60°sin30° — —-cos 30°=0..ccee e .. (5)

P
(5) =T= 5 cos 300 = 34.64 N

(3) = Ry, = Tcos60° =17.32N

(4) = Ry, =P —Tsin60° = 30N

d’ou : Ry = /RAX2 + RAy2 = 24.27 N et ’angle que fait la réaction avec I’axe 0X

est donné par : cos® = RRA" =0.5 =0 = 60°
A

EX:02

Toutes les forces agissant sur la poutre sont dans le plan (xoy) . Le systéme est en

équilibre statique d’ot: Y, F; =0 © Ry +T+P oo, (1)
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My =0 & ABAT+AGAP =0 ........(2)

NousavonsT = P,

Lcos45° = {L/Zcos450 - {0 7 {—Tcos 150 R, {RAX

et AB ) ) . ) )
{L sin45° "’ L/2 sin 45° —P T sin 15° Ray

{4\/_ e {2\/— {

= {—Tcos 150 R, {RAX
a2’ 22

Tsin15° ’ Ray’
L’équation (1) projetée sur les axes donne :
OX: Rpy = Tcos15% =0 ce e e e e (3)

Oy: Ray +Tsin15° =P =0 .ccocevee v v (4)
L’équation (2) s’écrira :
(4\/_) ( TcoslSO) N (2\/_) ( ) (0)
42 T sin15° 22 0
= —4TV2 sin15+ 4TV2cos15° —2PV2=0......cccce.....(5)

2PV2
5) =T= =353.55N
4+/2 (cos 150 — sin 159)

(3) = Ry, = Tcos15° =341.5N

(4) = Rpy =P —Tsin15° = 591.5N
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d’ou: Ry = fRAX2 + RAy2 = 683 N et I’angle que fait la réaction avec 1’axe 0X est

donné par : cos® = RRAX = 0.577 = 0 = 54.76°

A

EX:03

Toutes les forces agissant sur la poutre sont situées dans le plan (xoy) . Le systeme est

en équilibre statique, nous avons alors :

A R,
B

Z 7
Ziﬁi=6 c}ﬁA‘l‘ﬁB‘l‘F}‘l‘ﬁ ................................... (1)
Miy=0 & ABAR; +AGAF+ AGAP=0..........(2)
La projection de 1’équation (1) sur les axes donne :
OX: Rpxy —Fcos45% =0 oo iev v cee e e e e e e e e e (3)
Oy: Ray +Rg +Fsin45° =P =0..ccccei v v v (4)

En développant 1’équation (2) on aboutit a :

— 0
() (r) + ()8 (Timaze ) + ()0 (%) = o)
L LP
= LRy — 5 F cos 45° -5 = (TR ¢
(5) = Ry = 95.71 N

(3) = R,, = 141.42
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(4) = Ry, = 95.71N

d’ou R, = /RAXZ + Ry, > =170.76 N

}F
EX:04
7
BD c
AD = ABcos45 =BD = Tgp = — N
CD é \
0 z
_ AB cos 45 % \
AC + AD "g \
é

Tge = % avec MB = %(:05450 = gm

NV
KM=AD=v2m = ==
SPToR 2

= Tg ¢ = 26.56°

0 0
AC=CD—AD = =2 _Ap =2B% Ap=2% _/7-VZm
Tg ¢ Tg ¢ 3

A 1’équilibre nous avons :

avl}
A~

[N
~

La projection de 1’équation (1) sur les axes donne :

OX: R=Fsin@ =0 ...ccoeoei i e s vt e e e v e e (2)
Oy: Tcosp—P=0..ccccei e i e eeee... (3)
P
De(3) =T =
cos @

etde (2) = R=Tsing =ptge Avec ¢ = 26.65° = cosp = 0.89
T = 5.61daN, R =2.5 daN

EX:05

57




L’échelle est en équilibre statique. La résultante des forces est nulle. Le moment

résultant par rapport au point A est aussi nul.

Ziﬁi=6 (= §A+ﬁB +6+1_5 ................................... (1)
Mis=0 & ABARg +AGAQ+ AGAP=0..........(2)

Nous avons aussi :

— (—Lcosa —= (—L/2cosa — {—L/3cosoc_> 0 = (Rg = {0
AB {Lsina , AG {L/Zsina ’ L/3sina ’ { { Q

La projection de 1’équation (1) sur les axes donne :

0y: Rpy —Q =P =0 oo e e e e (4)

En développant 1’équation (2) on aboutit a :
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— — —L/3 0
( LLsCiI?Saa ) A (%B) + ( Li/szincgts O‘) A <—0Q> + ( L//3 S?gi“) A (—OP) - (0)

L
= RgL sina + QE cosa =0..oeeercer e .. (5)
cosa Q P
5) = R, = —+ =) =362.5N
%) B sina(2+3)

(3) = Ry, =Ry = 362.5N

(4) = Ry, = 1100 N

d’ou R, = /RAXZ +Ry % =115834 N
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Chapitre 1V : Cinématique du solide rigide

1VV.1. Introduction

La cinématique est la partie de la mécanique qui permet d’étudier et de décrire les
mouvements des corps, d’un point de vue purement mathématique, indépendamment
des causes qui les produisent. L’analyse des grandeurs cinématiques (position, vitesse
et accélération) permet de déterminer la géométrie et les dimensions des composants
d’un mécanisme. La cinématique, combinée a I’étude des actions mécaniques, permet

I’application du principe fondamental de la dynamique (chapitre étudié ultérieurement)
VI.2.Cinématique du Point Matériel (Rappel)

V1.2.1. Trajectoire, vitesse et accélération d'un point

VI1.2.1.1. Trajectoire

Soit un point M repéré dans un référentiel R (0,%, y, z' ) fixe. Sa position est

déterminée par le vecteur position a I'instant t (Fig. 1V.1)

x(t)
r=r10 = Jy(®
z(t)
Ou x(t), y(t) et z(t) sont les coordonnées du point M a l'instant t (Fig. 1V.1)
M(t) est la position du point M & l'instant t:
M (t + At): est la position du point M a l'instant (t + At) .

M M’ : est le vecteur déplacement du point M.

() S'appelle trajectoire du mobile par rapport au référentiel.
- Si (') est une droite, le mouvement du point est rectiligne;

- Si (T") est une courbe, le mouvement du point est curviligne.
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Fig.IV.1 .Trajectoire

V1.2.2.Loi du Mouvement Rectiligne

VI1.2.2.1.Définition: On dit un mouvement rectiligne si sa trajectoire est une droite ,et
curviligne si c'est une courbe.

> &> &>

0 «— DM M,
t

 J
I

Fig.1V.2 . Mouvement Rectiligne

a l'instant t: le point se trouve en M ,et a l'instant t;: le point se trouve en M; ,donc a t
X=0M,

On peut écrire la loi du mouvement rectiligne : X = f(t) pour trouver la position du
point M.

V1.2.2.2.vitesse et accélération du point en mouvement rectiligne
a l'instant t: le point se trouve en M
a l'instant t;: le point se trouve en M,

On appelle vitesse moyenne pendant l'intervalle de temps At la grandeur
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Vv _AX_ X{—X (Iv-01)

TAT T tp—tg

Fig.IV.3 . Vitesse Moyenne

V1.2.2.3.vitesse instantanée

C’est la limite de la vitesse moyenne lorsque la différence du temps est tres petite cela

veut dire qu’elle tend vers zéro.

= lim 0 %:i—f: X,enm /s (IV- 02)

Vmoy

lim At—0

-Si V> 0 le point se déplace dans le sens croissant

-Si V< 0 le point se déplace dans le sens décroissant .

Durant le mouvement la vitesse peut varié ,la grandeur qui caractérise cette variation

est I'accélération du point.

A . - Av
-L’accélération moyenne: est donné par:  y_ = ~

(IV-03)

de la méme maniére ,on peut défini l'accélération instantanée en [m.S™?]

~ . Av  dv  dx? o
YM) = lim 40 A_‘t] =4 e=-X (1V-04)

V1.3. Types de Mouvement Rectilignes
V1.3.1.Mouvement uniforme
V1.3.1.1.Définition

Un mouvement est dit rectiligne uniforme si la trajectoire est une droite ,et si la

vitesse est constante. v(t) = & v, (constant) (IV-05)

e
X(t) = Vot + X, (I\V-06)
X, :position du point a lI'instantt = 0
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V=X,y=X=V=0 (IV-07)
V1.3.1.2.Mouvement rectiligne uniformément varie

v’ Rectiligne : mouvement en ligne droit (Trajectoire rectiligne : ( x’'0x)
v Uniformément varie : a accélération constante

y(t) = — =y, (constante) (IV-08)

dv
dt
x(t) = %Ytz + Vot +x, .y =X =V = constant (IV-09)
*y.v > 0 © mouvement accéléré

* ¥.v < 0 & mouvement retardé

V1.4.Mouvement circulaire

V1.4.1. Cinématique de Rotation du point matériel

Considérons un point matériel M décrivant un cercle de centre O et de rayon R.

®4

Fig.1V.4 . Mouvement Circulaire

L’arc AM représente 1’abscisse curviligne de M :s(M) = s(0) = RO  (IV-10)
-Le vecteur vitesse linéaire V est tangent a la trajectoire.

- Le module du vecteur vitesse est :V = j—i =R.0 (Iv-11)

- La vitesse angulaire du point M autour de O est :0 = % =0 (IV-12)
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- Le vecteur vitesse angulaire ® est porté par I’axe perpendiculaire au plan de rotation
du point matériel et son sens est donné par la «régle du tournevis » : G = 6 K (IV-13)

-La relation vectorielle reliant le vecteur vitesse linéaire V ,etle vecteur vitesse

angulaire @ est: V= & AOM (IV-14)
- L’accélération linéaire du point Mest: y=oAOM+ @ AV (IV-15)
o — 20 — v —>

-Le vecteur accélération angulaire est: o = 3—? =0 = % K=0K (IV-16)

> A At . vy 4V _ dRO _ Hdb_ i
-L’accélération tangentielle est 1y, = = o = Rdt R.a (IV-17)
- L’accélération normale (ou accélération centripete) est :

2 .
Y, == =R0" = Ro? (IV-18)

* Dans le cas du mouvement circulaire uniformément varié, on peut établir des

relations analogues au cas du mouvement rectiligne uniformément varié :

1/ Equation horaire du mouvement de M dans le cas d’un mouvement circulaire
uniformément varié (accélération angulaire o constante) avec pour condition initiale :

at=0,0=0)et w=w,et:

d’0 _ do  dw

o = —_——— = — S wm=uat +®
dtz  dt  dt . (IV-19)
mzﬁzat+muz>0(t)=lutz+mut+ﬁn
dt ./
2/ Relation entre 0, w et o
w—w w—m ) W + o —2mm W—w
‘[:—"::>E=l ( 1"] + @, “'+Bn::-l3—3ﬁ=l 2 <+ 20, =
o 2 o o 2 o 2o
o’ -o, =2a(®-0)
(IV-20)

Conclusion : Correspondances entre les grandeurs linéaires et les grandeurs angulaires
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Mouvement rectiligne uniformément varié | ynité | Mouvement circulaire uniformément varié unité
Position : x m | Position: 6 rd
: - dx ! . db
Vitesse linéaire : v= E- m's | Vitesse angulaire : @=— rd's
t
T . dv d’x . I : do d'8 2
Accélération linéaire 1 y=—=— m's” | Accélération angulaire :0t=—=— rd/s”
dt  dt dt  dt
v(t)=qt+v, m's | o(t)=at+e, rd's
L 1o,
:-;l{t]-;*ft +v t+x, m ﬁ{t}—;m +w,t+6, d
v -y =2y(x-x,) - | @' - =2a(0-0,)

V1.4.2. Cinématique du corps solide

V1.4.2.1. Notion d'un solide parfait

Un solide (S) parfait, est un ensemble d'éléments mateériels, dont les distances
mutuelles ne varient pas au cours du temps. Par conséquent, les vitesses entre ces
points ne sont pas indépendantes. D’ici, la cinématique du solide traite la distribution
des vitesses des points dans un corps, indépendamment des causes qui ont engendré le

mouvement du solide.
V1.4.2.2. Repérage d’un solide

On étudié le mouvement d'un point O du solide (S) par rapport a un observateur lié au
référentiel R,, comme le montre la( Fig.IV.5). Si ce mouvement n'est pas simple, il
peut étre avantageux de faire apparaitre le mouvement de O par rapport a un repere

intermédiaire R issu de O, et lié a (S).

On repére le mouvement de (0) en deux temps:
- Mouvement de (O) par rapport a R, (3 degrés de libertés)
- Mouvement autour de M considérée fixe, c’est a dire le mouvement de R par rapport

a Ry (M est’origine de Ry etces axes sont couramment parallélesa ceux de Ry)
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- On peut passer de Ry a R, par 3 rotations ordonnées au plus (3 degrés de liberté dans

le mouvement de R par rapport a R )

Ry .
Zk
RD AEO R E i
¥
M =
O Yi
= Xk
Oy ;0
i = S)
x0 X

Fig.IV.5. Repérage d’un solide

Le solide a donc au total 6 degrés de liberté. Son mouvement est entierement repéré
par les 3 coordonnées de M par rapport a Ry, et 3 angles. Pour cela, on considere le
mouvement du solide (S) autour de O, comme fixe et 1’origine du repére Ry. ICi, on
considere que le point O coincide avec 0,. Un tel mouvement peut étre réalisé par une
articulation sphérique. On peut transformer R en R, par trois rotations successives, qui

définissent les angles d’Euler de type 1.

V1.4.2.3.Matrice de passage de R a R,

Les angles d’Euler sont utilisés quand [l'intersection des plans (0y,X,,¥y, ) €t
(0,X,y) existe. Cette intersection s'appelle ligne des nceuds. On passe du repére R, au
repere R a l'aide de deux repéres intermédiaires R, et R, qui seront définis par la suite.

V1.4.2.4. Angle de précession

Un axe de R, est confondu avecR, (Z = Z,). Soit u (O,u’) l'axe porté par la droite
d'intersection des plans (0y,%, ,¥oy et (0,X,y) .L'angle de précession est définie par

¥ = (Xy,u) (Figure 3.4). On a alors un nouveau repére R; (0,u,Vv,Z).
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Fig.IV.6. Angle de précession

Le vecteur taux de rotation de Ry par rapport a R, est :

= av -

Q(R /Ro) = E Zy = v Zg (IV'21)
Les nouveaux axes de Ry sont définis par :

Uu=cosyX,+siny y, ,V=-sinyX,+cosy ¥, (IV-22)
V1.4.2.5. Angle de nutation

On fait subir au repére R; une rotation autour de I’axe (O, U’). L’angle de nutation 0 est

défini par 6 = (Z,,Z) (Fig.IV.7.). On a alors un nouveau repere R, (0,u,w,Z).

b

Fig.1V.7. Angle de nutation
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Ce nouveau repere R, est appelé repere de Résal

do -

rapport & Ry est: (R, /R;) = = U =61

Les axes de R2 sont définis par :

W = —cos0siny X, + cosOsiny y, + sin Z,

Z = sinOsin y X, + sinf cos y ¥, + cosb Z,

V1.4.2.6. Angle de rotation propre

. Le vecteur taux de rotation de R, par

(IV-23)

(IV-24)

On fait subir au repére R, une rotation autour de ’axe (0,z ) (Fig.1V.). L’angle de

rotation propre ¢ est défini par ¢ = (u,X) . On arrive au repére R (0,X,y,Z).

Fig.IV.8. Angle de rotation propre

Le vecteur taux de rotation de R par rapport a R, est :

OR/R) ==z (IV-25)
Les axes de R sont définis par : X = coseU + sing W , y = —sin @i + cos¢ W
La matrice de passage de R a R, est indiquée dans le tableau 1V.1
gu ¥ 20
x |cosp cosy —cosB sing siny | cosp siny + cosd sing cosy sinf sing
y |-sing cosy —cos@ cosq siny |-Sin@ siny + cos@ cosg sin@ cosg
z sin O sin y - sin O cos y cos 6

Tableau 1V.1. Matrice de passage de Ra R,
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Le vecteur taux de rotation instantané de R par rapport a R, s’écrit :
QR /R =yZ,+0U + §Z (1V-26)

Ce vecteur s’écrit différemment suivant qu’il est exprimé sur Ry ot sur R :

@sin@siny+06cosy

Q (R/R,)=| — psinBcosy+Osiny
PpcosB + {;a o )
(IV-27)

Ou

ysinOsinp+0cosg

Q R/R,)=| ysinBcosp+0sing
P +\ycosB (‘ - _]

- (IV-28)
La Figure 1VV-9 résume le passage du repere R au repére R, par les trois angles d'Euler

de type I.

Fig.1V.9. Angles d'Euler type |

1VV.5. Mouvement de translation

Pour un mouvement de translation, a un instant donné, les vecteurs vitesses de tous les

points du solide sont égaux et le vecteur taux de rotation est nul (Figure 1V.10).
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A AM® At)

B(t) B(t;) B(t,)

Fig.1V.10. Mouvement de translation rectiligne

Q=0,V, =V, V(A B) € solide

Si les trajectoires des points du solide sont rectilignes (figure 1V.10), nous parlerons de

translation rectiligne. Si, de plus, leurs vitesses respectives sont constantes au cours du

temps, nous aurons une translation rectiligne uniforme.

1V5.1. Mouvement de rotation autour d'un axe

Le solide en rotation posséde une liaison rotoide ou pivot avec le solide de référence:

chaque point du solide décrit alors une trajectoire circulaire autour de I'axe du rotoide

constituant I'axe instantané de rotation (Figure 1V.11).

Fig.IV.11. Mouvement de rotation autour d’un axe

Si O appartient a I'axe fixe du vecteur directeur z, , on a alors : VM = MO A

Cela est possible si @ = Q.Z, est colinéaire & Z,

Or par définition, nous avons : |[Vy|| = j—i =R et: Q= j—t z2=0z

(==}
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si un solide est soumis a la rotation autour d'un axe de vecteur directeur Z, a une
vitesse O dans le sens direct, le vecteur taux de rotation instantané de ce solide s'écrit
Q=07

1V.6. Mouvement Plan sur Plan

1V.6.1. Définition

Un mouvement plan sur plan représente le mouvement d’une figure plane (section
d’un solide par exemple) qui reste parallele a un plan fixe P, et a une distance
constante (Figure 1V.12). Tous les vecteurs vitesses de la figure plane considérée sont

paralleles au plan P,.

On ramene 1’é¢tude du mouvement de la figure plane considérée au mouvement de sa

projection sur B,.

Fig.1V.12. Mouvement plan sur plan
Le mouvement de tout point du solide est déterminé dés que ’on connait le

Mouvement de sa projection dans le plan de référence.

1V.6.2. Centre instantané de rotation (CIR)

Soient deux points A et B d’un solide (S) en mouvement plan sur plan (Figure 1V.12),
et les vecteurs vitesses VA et VB appartiennent au plan PBy. D’aprés la loi de

distribution des vitesses V, = Vi + ABA Q, le produit vectoriel ABA Q appartient

aussi au plan PO.
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Le vecteur taux de rotation Q est donc normal au plan PO, ce qui signifie que 1’axe
instantané de rotation A(t) est perpendiculaire a P,. Or, par définition, tous les points
de I’axe instantané de rotation ont une vitesse paralléle a cet axe. De plus, dans le cas
d’un mouvement plan sur plan, les vitesses sont paralleles au plan PB,. Par conséquent,
le point d’intersection entre le plan P, et 1’axe instantané de rotation a une vitesse

nulle. Ce point est appelé centre instantané de rotation (CIR).

IVV.7. Mouvement composé
IV.7.1. Dérivation composée (Rappel)
Soit le repére orthonormé R (0,X,y,Z), lié au solide (Figure 1V.13.), et un repeére

flxe R(Oo,io,yo, 20)

Fig. IV.13. Composition de mouvements

On détermine 1’expression de la dérivée de ( 3—)5) par rapport au temps t. Soit A le point

tel que OA = x, on peut alors écrire : V, = Vo = A0 A O g, (1V-30)
&8 d0A = = ——

or E:T:VA— OZAOAQS/RO

E = _O_A)/\ g_is/RO = ﬁ)s/RO VA m = ﬁ)s/RO N 5(-) (IV'31)

On a donc, plus généralement, la formule de base mobile :

E— QS/ROAX ,E— QS/RoAy ,E— QS/ROAZ (IV'32)
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Soit un vecteur W = W (t) représentatif d’une grandeur physique variable dans les

repéres R yet R (Figure.lV.13) et dans le temps, soient x,, y, et z, les composantes de
W(t) dans R, au temps t, on écrit :

W () = x(9) % + y(OFo + 2(0) 7% (1V-33)
Soient X, y et z les composantes de W(t) dans R au temps t:

W (1) = x(0) % + yO)F + z(t)Z (1V-35)

On appelle dérivée de W(t) par rapport a t dans les repéres R, et R respectivement :

dRow(t)
dt

= %o (DX + y(O)Y, + 2o (D7 (1V-36)

et

dRw(t)

—— =% (U% + ¥ (O, +z (D7 (IV-37)

La dérivée de W (t)exprimé dans le repére R par rapport & t et par rapport & Rys’écrit:

dRow) . 5 .o . o dRoy dRoy dRoz

. XX+ YYy+zpz+tx ——+y——+z— (1Vv-38)
dRow(r)  dRw(t) dRox dRoy dRoz

dt  dt X dt Ty dt Z 0 (1V-39)
dRow(t) dRw(t) _ . — . - .

dt = dt +X(QS/R0AX) +y(QS/R0Ay) +Z(QS/R0 AZ)
dRow(t) dRw@)  —= - N 5

= +Qs (xx+yy+zz) (1V-40)

dt dt Rg

ou la régle de dérivation composée ou régle de dérivation dans un repere mobile :

oW m B RO

- — + Qs /r, AW(D) (IV-41)
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Dans le cas particulier o W'(t) = Qg 5, , NOUS remarquons que :

de _— dR _—

I QS/Rl = E QS/Rl (IV‘42)

EXERCICES RESOLUS

EXO01: Une voiture attend a un feu rouge .quand le feu passe au vert ,la voiture
accélére uniformément pendant 6s avec une accélération de 2 m / s? ,aprés elle se
déplace avec une vitesse uniforme .Au moment ou la voiture démarre au feu vert , un
camion se déplacant dans la méme direction ,avec une vitesse uniforme de 10 m/s .Au
bout de combien de temps ,et a quelle distance du feu ,la voiture ,la voiture et le

camion se rattraperont-ils ?

EX02: Un point matériel par court une circonférence de rayon 8 m, la loi du
mouvement est : S = gtz. On demande de savoir la vitesse du point a l'instant t; ou

I'accélération normale et I'accélération tangentielle deviennent égales en module.

EX03: Une roue immobile au départ est accélérée de telle sorte que sa vitesse
angulaire croit régulierement jusqu'a 200 tr /min en 6s .Apres avoir tourné un certain
temps a cette vitesse ,on freine et il faut 5 min pour arréter la roue , le nombre total de
tours étant de 3100

Calculer le temps total de rotation.

EX04: La manivelle OA du treuil est tournée de fagcon uniformément accéléré avec
une accélération a; = ms™2 .(figure ci-dessous).Les nombres de dents des engrenages
du treuil sont Z,=8, Z,=32 , Z;=12 , 7,=36 ,et le diameétre du tambour est D = 400 mm
.Déterminer la vitesse et I'accélération du fardeau ainsi que la hauteur a laquelle on le

fait monter au bout d'une demi minute apres le commencement du mouvement.

74




EXO05: Soit une tige (T) homogeéne de longueur R, d’extrémités O et A. Cette tige est
en rotation autour d’un axe fixe (O, 71) par un angle de rotation 0 (voir figure) dans le
repere fixe R ;(0,%X,,V,,Z). Le repére R (A, U,V,Z ) estlié alatige, tel que

0A = Ru

Déterminer les vecteurs vitesse et accélération du point A, en utilisant la méthode de
dérivation directe et la méthode de distribution des vitesses.

EX: 06 Un train d’engrenages est constitué par trois roues dentées I, 11, et 111, de

rayon respectifs R, R,, et R3, et dont les centres O, A et B restent alignés sur le bras
OB tournant autour de Oz dans le plan (Ox, Oy) avec un taux de rotation ?it (voir

75




figure). La roue dentée | étant fixe dans le plan (ox, oy), on demande de calculer les
taux de rotations dans les trois roues. En déduire le vecteur vitesse au point C de la

roue I11.

EX: 07

On considére la roue (D), de centre C et de rayon R (voir figure), située dans un
plan vertical mobile et est solidaire a la tige CH. L'ensemble (Roue + tige) tourne
autour de CH avec un angle de rotation . La tige CH elle méme est liée a 1’axe fixe
(0,Z, ) par un pivot glissant d’axe (H, Z; ) et tourne autour de lui par un angle s .
Sachant que la distance CH = p est considérée comme variable, et la roue (D)

effectue un roulement sans glissement sur le plan de contact Ry (0,x4, y; ).

Ecrire la condition de roulement sans glissement de la roue avec le plan de contact au

point I.
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EX: 01

* Pour la voiture

I
Xo=0 6 s V=cte
Vo =0

voiture (accélére ) uniforme 1
|

1
0<t>6bs,x =Eyt2+vot+xo avec vp =0 etx, =0

Donc: , x; =yt == (2).(6)* =36 m
lavitesse : v, = yt+vy=2.6=12m.s™!
t> 65 =x, =v(t—ty) +x4

X, = 12(t — 6) + 36 = Xypiture

* Pour le camion

Camion uniforme

N
i:z% v =10 m.s™ !
Xcamion = V-T+ X
Xeamion = V-t =10t v Q)

pour déterminer le temps il faut que : Xypiture = Xcamion » dONC
12(t—6)+36=10.t = t =185 .ccvvvvrrenene (2)
Remplacgons (2) dans (1)

Xcamion = V.t =10.18 =180 m et
Xy = 12(t — 6) + 36 = Xypirure = 12(18 —6) + 36 = 180 m

EX: 02
Détermination de la vitesse a t{ =?

d?s dv

On'a:yy =yrat,; avec YW= et Yr =4

_ds_2 d
T dt 3dt

6
v (t)3=§ t2 =2t
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d z 4t*
yT=ﬁ=4t , yN=VT =4 T =8m
1
— yN=§t4

Or:yy =vr =>4t=%t4 = t3=8 =>t=2s

tl = 2s =>V1 =2(t1)2 =2(2)2 =8 l'n.S_1

EX:03 A v(tr/min)
2004 uniforme
accélére N
+ retardé
N
Xo=0 6s camion .
V,=0
* Phase I: Mouvement accéléré
1 2
91 =E at +W0t+90
200

w ==
w=at = a=—=-200 _ 955 52

t 6
0, = at? ==(0.55).(6)> = 10tr, wo=0,0) =0
* Phase 2: Mouvement uniforme
92 = 200t2 y 0o =7 , tz =7
* Phase 3: Mouvement retardé

—200 L

wW = O(3t3 +W0 = 0 — 0 = 0(35+200 — 0(3 == —40tr.m1n_

93 =% O(3t2 +W0.t+90, eteo =0
Donc 83 =7 ag t2 + wo.t = (—40).(5)% + 200(5) = 500 tr

0,+0, +0; = 3100 = 0, = 3100 — (6;+ 83) = 3100 — (10 + 500) = 2590 tr
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8, 2590 _
92 =w.t, = t, =W=2_00= 12.95 min

* Le temps total pour la rotation ?
t=t; +t, +t3 =6s+ (12.95x60) + (5x60) = 1083 s = 18 min
EX:04

V=?,y=? h=?pour t=30s,a; =m.s %, V=R w

V1 - R]_.(.l)l R
= R,.w; =R.,.w — 1@,
Vi = Ry. 0, 1- @ 22wz = W, R, T (1)
Vz = Rzw; =
= stz - R4(J.}3 = Wy = :{:—)2 waa man man s (2)
Vz = Raw;
R3 R R3R
Remplace (1) dans(2) = w3 = R—3 11:)1 = ; ::)1
4+ Rz 4Rz
R3R
or wq = (Xl.t = w3 = Lalt (3)
R4Ry
-
Z:Nombre de dents :rLEI m
o~
m:longueur d'un dent C
Z;
OnamZ =mR, =R, = “‘T enen. (4)
Remplace (4) dans (3)
mTZS mTZI 2374 12.8 -1
w3 = iz mZz a;.t= (1)3=E(X1.t = 3632 .m.30=7,85s
i i

*Rg=>et V=Rs.03>V="".785=157m.s"}

et y=1=21=0052ms"?

Mouvement uniforme accéléré h = %yt2 + Vot + X,
Vo=0 et x,=0

h=_y.t? =2(0,052)2.(30)> = 1,22 m

EX:05
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Détermination des vecteurs vitesse et accelération du point A :

Nous avons :

L'angle de rotation de la tige autour de I'axe Z;, 0

Et le vecteur position du point A : 0A = RU

1- la méthode de dérivation directe :

Le vecteur vitesse du point A par rapport a R; est défini par :

B deﬁ_deRa’_Rde [
VARLT e T T ar o dt

Sachant que :
u=cos0X; +sind y;

V=—-sin0X; +cosB ¥y,
La dérivée du vecteur unitaire mobile U est :

dttd  dR® cos® , dRtsin®

@& - a Tt N

= —0sin0%; + 0cosOV, = O(—sinO%; + cosOy,) = OV

Donc, le vecteur vitesse du point A a I'extrémité de la tige s'écrit :
VA/Rl =R 97
Et le vecteur accélération du point A est:

N d*tvyp,  dMROV Rde( ov)
ARE™ge T dt dt

o dde | dRiy
aA/Rl = R(V dt + 6 dt

SOit:aA/Rl = (97— 62_11))

2- Méthode de distribution des vitesses dans un corps solide :

Le taux de rotation de la tige autour de l'axe Z, est :
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de - N 2
‘QT/Rl =E Zq =9Z1

Dapres la formule de distribution des vitesses dans un corps solide, on écrit dans le

point A :
aA/Rl = VO/R1 +AOAQT/R1 = —RﬁAGZl

Ou, vosr, = 0, (O point fixe, centre de rotation de la tige).

DI|C| . VA/R1 = EA‘QT/Rl = —RﬁAGZl

On deéduit le torseur cinématique au point A :
- ()= ()

[v]a (VA/Rll ROV

Le vecteur accélération du point A s'écrit :

a _ devA/R1 _ dR1V0/R1 + d(A—O)A'QT/Rl)
A/R1 dt dt dt

et, la dérivée d'un vecteur mobile, par rapport au repere fixe, s'écrit :

dR10A
dt

- ‘Q‘T/Rl AO_A)

Donc, on retrouve la formule de Rivals concernant la loi de distribution des

accelérations dans un corps solide :

—_— ) —_—
anr, = ag/r, +AOA + (Qp/r, AAO A Qq g,

d( QT/Rl
dt
On remplagant les vecteurs a g, AO et Qr g, Par ces expressions, on obtient :

d 67,
dt

axm, =0—RU A + (6Z, A —RU) A 6Z,

D’ou, on retrouve le vecteur accélération du point A comme suit :

aA/Rl =R9V_Rezﬁ
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EX:06
Détermination des taux de rotation des roues I, Il et I11.

La roue | étant fixe, donc le taux de rotation de la roue I est nul, ou : ﬁl =0

- Le taux de rotation de la roue 11, Q,

Considérons le contact entre la roue | et 11, et puisque ces roues sont dentées, on aura

dans le point de contact I; I'égalité des vitesses (voir figure)
v,() =v (1) Or:v,(1) =0 ,carlaroue I étant fixe
et, ‘_;II (Il) = VA/O +A 52

Puisque la tige est en rotation autour de I'axe Oz, avec le taux de rotation 52 , la

vitesse du point A est :

Vajo= AOAGr = —(R; +R) U A Qp 7= (R + R)Qp V

Et

LA AQ; =R, GAQ, Z=R,Q,7V

D'ou,

Vi) = ((Ry + Rp)Qr — R0, )V

Puisque : ¥;(1;) =0 & ((R; +R,)0Q; —R,Q,) =0
R1+R;

Donc, le taux de rotation de laroue Il est: Q, = - Qr
2

Le taux de rotation de la roue Ill,ﬁ3 3:
Puisque les roues 11 et 111 sont dentées, on aura dans le point de contact I, I'égalité des

vitesses :
Vi (lz) = Vi (Iz)

Or,
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Vi (z) = vay0 +ALAQ,

Avec :

Vao= AOAQr =—(R; +R)TU A Qp 7= (R +R)Q V
Et

——

ZA N 52 =—R23A922=R292\7

Ll

D'ou
‘711(12) = (R{ +R)Qr + Ry, V = 2((R; +Rp)Qp )V

D'autre part :

Vi (1) = Ve,0 + LB A Q3

Le point B est aligné sur le bras OB tournant avec Qr , d'ou le vecteur vitesse du point

B qui s'écrit :

Voo =BOAQrZ=—(R + 2R, + R3)TA Q7
- (Rl + 2R2 + R3 )QTV

Vin(z) = (R; + 2R, + R3)Qp — Ry ¥

De la relation Vi; (I, ) = Vi (I, ) ci-dessus, on écrit :
2((R; + RO )V = (R; + 2R, + R3)Qr — R3Q3 v
Par conséquent, le taux de rotation de la roue I11 s‘obtient :

R; =Ry

O, =

Qr
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- Le vecteur vitesse du point C, V. ;o , Sécrit :
Ve,0=Vs,0+CBAQ;Z

Nous avons :

Vs0 = (Ry + 2Ry + R3 Q¥

Et:

Ry —

R—1>QTZ= (R3 —Rl)QT7

3

D’ou:

Vo0 = (Ry + 2Ry + R3 )Qr v + (R —R)Qr v
On en déduit :

vV

c/o

= Z(Rz + Rg)QT\_/)
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Chapitre V: Géométrie des Masses
V.1. Introduction

Dans le but de pouvoir décrire le mouvement d’un systéme matériel, il est important
de connaitre la répartition géométrique de la masse afin de se préparer au concept de

cinétique et dynamique des solides indéformables.

Cette répartition géometrique est basée sur deux points principaux, le centre de masse
ou d’inertie, et la matrice d’inertie.

V.2. Masse d’un systéme Matériel

En Mécanique classique, chaque systeme est associes d’une quantité scalaire appelé

masse, qui définie la quantité de la matiere contenue dans le volume de ce solide
V.3.Additivité des masses

La masse d’un systéme matériel (S) est €gale a la somme des masses qui le composent.
Exemple : masse d’un livre = somme des masses des feuilles qu’il contient. La masse

d’un systéme matériel est définie par la grandeur scalaire suivante:

M= [dm(p)

pe(s)

, (V-01)

L’¢élément dm(p) est la mesure de la masse au voisinage du point (P).

Fig.V.01. La masse d’un systéme matériel

Un systéme matériel est un ensemble discret ou continu des points matériels ou encore
une réunion d’ensembles continus ou discrets de points matériels.
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V.3.1. Systéme discrets : La masse d’un systéme discret est la somme de points

materiels discrets de masse: m = ) ; m;. (V-02)

V.3.2. Systeme continue: On dit qu’un systeme est continu sile nombre de
particule contenue dans un élément de volume est suffisamment grand afin de négligé

les fluctuations, ce qui permet de remplacer la somme par un continue :

m = Jdm(p) (V-03)

solide

L’élément dm(p) est la mesure de la masse au voisinage du point . Selon le type du
systeme (S), la forme d’intégrale change :

V.3.3. Systeme (S) est un volume: La masse totale est en fonction de la densité
volumique p(P) au point P : m=Ip(p)dV, (V-04)
\Y

V.3.4. Systeme (S)est unesurface: ( cas des plaques fines) 1’épaisseur est

négligeable devant les deux autres dimensions et a masse s’écrirait :

m = J.G(p) ds (V-05)

V.3.5. Systeme (S) est linaire : (cas des tiges fines) les deux dimensions sont

négligeables devant la longueur de la tige, et la masse s’écrirait :
m=[Ap)dl (V-06)
L

Ou dlestun  élément de longueur et A(P) est la densité lin€ique au point P et A un
élément de longueur du solide (S).
Remarque: Si le systtme est homogene, les densités A(p) ,a(p) et p(P) seront

constantes.

V.4. Centre d’inertie d’un solide

V.4.1. Définition : On appel centre d’inertie ou de masse d’un systéme (S) le
barycentre (G) des différents point (p) du solide (S) affecter de leur masse
respectivement : [GPdm(p)=o0, (V-07)

pe(s)

Si O étant un point arbitraire de 1’espace.
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0G = [—— [ Opdm = — [ OPdm (V-08)

D’ou [Gp dl = [(Go + OP)dm = 0 (V-09)

Si nous rapportons 1’espace a un repére orthonormé R (0,%,y,Z ) d’origine O (Figure

V-02), nous pouvons écrire :

0G=XX+YJ+ZsZ etOP = xX+ yy + z2 (V-10)
7 A
-
O Fi
y
X

Fig.V.02.Centre d’inertie d’un solide

Les coordonnées du centre d’inertie d’un systéme matériel G sont donc exprimées par

) (V-11)
X =— dem (V-10) Y _1 Iydm Z. _1 Izdm

p(s) M LI
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V.4.2. Cas d’un systéeme complexe

Trés souvent un systéme est compos¢ d’un ensemble de systémes €lémentaires pour
lesquels les calculs sont aisés, chacun de ces systemes a un centre d’inertie G; et une
masse m;. D’aprés le théoréme de I’intégration, le centre d’inertie du systéme

complexe s’obtient par:

n (V-12)
0G=——)" [ORim
Zmi =N
i=1
Or: (V-13)
oG =1 [ORdm
mi pes;
Donc: 0G zm Zm OG; (V-14)

Le point G est donc le barycentre des points G; affectés des coefficients m;. On
procede en deux étapes pour déterminer le centre  d’inertie

- On détermine le centre d’inertie G; de chacun des sous-ensembles de masse m;.
- On détermine le centre d’inertie G comme barycentre des points G; affectés des

coefficients m; .

Remarque :

Il ne faut pas confondre le centre d’inertie avec le centre de gravité. Le centre de
gravite C est, par définition, le point d’application du poids du solide.

Le centre de gravité C coincide avec le centre d’inertie G si et seulementsi le

champ de pesanteur est uniforme.

V.5. Théoreme de Guldin
Il existe deux théorémes de Guldin pour la détermination des centres d’inertie des

solides linéaires ou surfaciques homogenes fut trouvée par Guldin.
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Elle consiste a faire tourner ces solides autour des axes qu’ils n’interceptent pas. Les

solides linéaires décriront des surfaces et les solides surfaciques décriront des volumes.

V.5.1. premier Théoreme de Guldin
La surface S engendrée par larotation d’un arc de courbe de longueur L autour d’un
axe (A) sans I’intercepter dans son plan est égale au produit de la longueur L de 1’arc

par la longueur de la circonférence 2mR décrite par le centre d’inertie G de I’arc de

courbe.
L
R, G
A)

Fig.V.03. premier Théoréme de Guldin

Soit L 1a longueur de I’arc et R sont centre d’inertie. La longueur (périmétre) décrite
par la rotation du centre d’inertie G par rapport a 1’axe (A) est donnée par : T2RG

alors la surface décrite par cet élément est égale a :

S/A=2mRgL  doi Rg =34 (V-15)

Dans le cas d’un systeme homogéne de plusieurs éléments on aura :
Rg = Stotale /A (V-16)

2mLiotale

S/0Y

- si ’axe (A) représente 1’axe , (O, S—(')) nous aurons : X = - (V-17)
- si ’axe (A) représente 1’axe , (O, _)Z) nous aurons : Yg = 52/:1)‘( (V-18)
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V.5. 2. deuxieme Théoréme de Guldin

Une surface plane homogene S, limitée par une courbe fermée simple et tournant
autour d'un axe sans le rencontrer (A) engendre un volume V

Le volume V engendré est égal au produit de la surface S par la longueur du périmetre
2nR; décrit par le centre d’inertie G de cette surface autour de I’axe (4) .

Soit S la surface etR; 1a distance de son centre d’inertie a (A).

Fig.V.04. Deuxieme Théoreme de Guldin

La longueur (périmeétre) décrite par la rotation du centre d’inertie G par rapport a

I’axe ( A) est donnée par : 2mR(; , alors le volume décrit par cette surface est egal a :

5 N v
V/A = 2T[RG S y d’ou RG = ﬁ (V'lg)

Dans le cas d’un systtme homogene composé de plusieurs surfaces on aura:

Viotale /A

Re = 2T Stotale (V-20)

- si I’axe (A) représente I’axe, ( O, \_()) nous aurons :

Xe = ‘;:T;‘t—t/lm (V-21)

- si I’axe (A) représente I’axe, ( O, )_()) nous aurons :

X, = H (V-22)
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V.6. Tenseur D’inertie
V.6.1. Définition

On appelle moment d’inertie d’un systéme discret homogene par rapport a un axe (A),

la quantité : I, =Y, m; ;2

(V-23)

Ou 1; est la distance du point P; représentant 1’élément matériel de masse m; a 1’axeA.

Pour un systéme continu, on a : I, = [r’dm = [pr’dV,
\Y \Y
On peut aussi écrire I, = mR?
ou m est la masse totale du systeme et R le rayon de giration.

V.6.2. Matrice d’inertie

(V-24)

(V-26)

Pour un solide (S) donné, un point O appartenant a (S) et un repere orthonormé

R (0,%,7,Z), on appelle tenseur d’inertie de (S), en O, relativement au repére

Ixx _Ixy _IXZ
considéré, noté I, , la matrice symétrique. I, = |—Lx Ly, —I,
_IZX IZy IZZ

Ou:

I, = J‘(y2 +2°)dm :Moment d’inertie par rapport a I’axe des ox
S

l,, = I (x*> +z?)dm : Moment d’inertie par rapport a I’axe des oy
S

I, :j(xz +y?)dm : Moment d’inertie par rapport a I’axe des oz

Ly = j (xy)dm : Produit d’inertie par rapport aux axes (xoy)
I, = I(x.z)dm : Produit d’inertie par rapport aux axes (xoy )
l,, = I (y.z)dm : Produit d’inertie par rapport aux axes (x0z)

V.6.3. Cas particuliers

V.6.3.a. Systéeme présente certains plans de symétrie
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- Si (Oxy) est un plan de symétrie : a tout point M, de c6te z, on peut associer le point
M, de coté -z (Figure V.05):

Z A
¢ M, (z)

il

Fig.V.05. plan de symétrie (xoy)

L= [(zx)dm=0 et 1,= [(yx)dm=0, car Z; =0 (V-34)

p<(s) pe(s)

- Si (Oyz) est plan de symétrie : a tout point M, de cdte x, on peut associer le point
M, de c6té —x (Figure V.06) :

= [(yx)dm=0 et I, = [(zx)dm=0, car X; =0 (V-35)

p<(s) pe(s)
= A
X

* M;(x)

=l

Fig.V.06. plan de symétrie (yoz)

- De méme, Si (0Oxz) est plan de symétrie : & tout point M; de cote y, on peut associer

leoint M, de cété -y (Figure V.07):
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lyz= J(yz)dm=0 Ly= [(xy)dm=0 car Yo =0 (V-36)

pe(s) pe(s)

=l

el

# Mi(y)

Fig.V.07. plan de symétrie (xo0z)

V.6.3.b. Systéme est un corps de révolution autour de I'axe Oz

Tout plan contenant I’axe Oz est un plan de symétrie ; en particulier les plans (Oxz) et
(Oyz),donc: Iy =1y, =1, =0 (V-37)

Iix = Iy, (OxetOy ontle méme role)

V.6.4. Axes principaux d’inertie

La matrice d’inertie I , est diagonalisable il existe une base orthonormée(;, j; El)dans

laquelle elle est diagonale :

I, O O
=0 lo, O (V-38)
0 0 Ioy

Les termes de la diagonale sont les moments d’inertie principaux ou moments d’inertie
autour des axes principaux Ox, Oy, Oz. Corrélativement, les produits d’inertie sont

nuls.
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Pour un solide quelconque, la recherche de ses axes principaux conduit a une équation

du troisieme degré (équation aux valeurs propres de la matrice d’inertie).

V.6.5. Théoréme de Huygens
Connaissant le moment d’inertie par rapport a un axe (A) passant par le centre ’inertie

o, le théoréme de Huygens permet de calculer le moment d’inertie par rapport a tout

axe Au paralléle a Ou.

Considérons le repére R (0,X,y,z ) représenté sur la (Figure V.08)

Z A
e P,
‘H'.r\t
! H
i
0 L >
X LA ~ A y
_____________ d u ’J’f'dl
X N
d, A
Fig.V.08. Théoreme de Huygens
Soit: OP = (x,y,2) , OH = (d;,dy, 2)
Onaalors : HP = (x — d;,y — d,, 0)
2 2
son 1 = =[[(x-d)* +(y-d.,)*]dm=0
Dou ! o =ll(x-d)"+(y-dy)7]
vl 2 2 _
I ~=[(x“+y“)dm+[(d, +d,)°dm—[(xd, +yd,)dm=0
Au v Vv 1 2 Vv l 2
2
| ~ =1 _+md*-2d,[xdm—2d, [ydm (V-39)
Au Ou 1\{ Z\IIy
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Ou d est la distance entre Au et Ou Or par définition,

dem =Iydm:0, (V-40)
car O est le centre d’inertie.
V.6.5.1.Enoncé du théoréme de Huygens

Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe AU est égal au moment d’inertie
de ce corps par rapport a un axe parallele a Ou passant par le centre de masse du solide
augmenté du produit de la masse de ce solide par le carré de la distance du centre de

masse a Ox.

V.6.6. Moment d’inertie par rapport a une droite quelconque (A)

Le moment d’inertie par rapport a une droite est défini par: I, = Irzdm
pe(s)

Ou r représente la distance de 1’élément matériel P a la droite (A) ;

Si le tenseur d’inertie en O étant I, le moment d’inertic par rapport a la droite A

igure 2.11), passant par O et de direction i est: [, = n* I, n -
Fi 2.11 O et de direction n | n'l, n V-41

Ou n' est le transposé du vecteur directeur unitaire de la droite (A)
Donc le moment d’inertie du systéme (S) par rapport a la droite (A, n*) est le produit

doublement contracté du tenseur d’inertie I, par le vecteur unitaire 1 .

Z A

Fig.V.09. Moment d’inertie par rapport a une droite quelconque (A)
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EXERCICES RESOLUS

EX:01

Déterminer le centre d’inertie des corps solides homogenes suivants :
a) Un demi-cercle matériel de rayon R

b) Un demi disque materiel de rayon R

¢) Une demi sphere matérielle creuse de rayon R

d) Une demi sphére matérielle pleine de rayon R

LE; ‘
X

(a) (b)

EX:02

Déterminer le centre d’inertie de la surface triangulaire homogene suivante.

.Y &

dy _:...._..._‘_\;. %:
L&
b F' | X
b a b oa b a
Figure 01 Figure 02 Figure 03

EX:03

En faisant tourner la surface limitée par 1’axe oy, la courbe parabolique d’équation
y 2 = 4ax et la droite d’équation y = 2a , nous obtenons un volume, comme

représenté sur la figure ci-dessous. Déterminer le centre d’inertie de ce volume.
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Y1 y=2a __ B(az2a)

dy y2 =4ax
Y.
it '
X X
EX:04

Déterminer les coordonnées du centre d’inertie, par le théoreme de Guldin, des solides

homogenes suivants :

y

R
R—L R

Figure 02

Figure 01
EX:05

Déterminer les tenseurs d’inertie en O relativement au repere orthonormé R(0,x,y, z)
des solides homogeénes (S) suivants :

1. (S) est une barre AB de longueur L, de milieu O, portée par I’axe Oy

2. (S) est un cercle de centre O, de rayon R, d’axe Oz

3. (S) est un disque de centre O, de rayon R, d’axe Oz

4. (S) est une sphére creuse de centre O, de rayon R

5. (S) est une spheére pleine de centre O, de rayon R

6. (S) est une plaque rectangulaire de dimension a x b de centre de gravité O, I’axe Oz
est perpendiculaire a la plaque

7. (S) est un parallélépipede plein de dimension 2a x 2b x 2¢ et le centre du repére est

en O milieu du coté 2a
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EX:01

a) L’axe (Oy) est un axe de symétrie donc : x; = 0, le centre de masse du solide est

N o 1
situé sur ’axe de symétrie. Ona: Ygz=— Iydm
©)

Le solide est lin¢aire ayant la forme d’un demi cercle, sa masse est donnée par :

m=jxd|

ou : A est la densité linéaire et dl un élément de longueur.

Rcos 6

L’élémentde longueur dl a pour coordonnées : dl {Rsin 5 avec0< 0 =>m

La masse du solide est donnée par: m =J'>»dl = J';LRde = AR
S 0

1 1 1 7. R = 2R
=—|ydm=-—| yAMid&=——| RsinOsin =—(-cosfo| =—
Ve m(sj;y m(,sj)y MIR'([ . °
XG = 0
d’ou: G= { 2R
Yo = o

b) L’axe (Oy) est un axe de symétrie donc : x; = 0, le centre de masse du solide est

situé sur I’axe de symétrie. Ona : y; = éfydm.

Le solide est un demi disque, sa masse est donnée par: M= IG ds
S

oU o est la densité surfacique et ds un élément de surface. L’élément de surface ds a

RcosO <0<t

our coordonnées : ds{ ) ,0< 6L
P Rsin 6
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y
(b)
.d=rd@dr
AN
SHAN >
0 x X
R T T[RZ
La masse du solide est donnée par: m= P» ds = Mdedf=7~.[df,[d9 =0
O] 0 0
Ve :ijlydngzij.ygds: 2 5 TP‘SiD&‘deP‘Z fl’zdF‘TSin&‘dQ
me e onR’ 5 > o
x; =0
Vo = ﬂ d’on : G{ 4R
37 Ye =
3

¢) Les plans (x0z) et (yOz) sont des plans de symétrie donc : x; = y; =0,

le centre de masse du solide est situé sur 1’axe de

ds

symétrie. Ona: z; = ifydm

Le solide est une demi sphere creuse, sa masse

'T:"

estdonnée par:  m=[ods

ou :o est la densité surfacique et ds un élément "
de surface. L’¢lément de surface ds est donné par : ds = RdBR Y cos® , et a pour

Rcos 0O cos
coordonnées : ds yR cos 0 sin s
R sin@

avec : R constant ; 0 ses% ,0< ¥ <2nm

T,

2 2n
La masse du solide est donnée par: M= [ods=Ro [cosfos [ dy =o2nR?
s 0 0

ZG=ifydm=$fzods=

R3 T . 2m R n . . 2
;;TRZ fo /2 .05 sin 0 dO fo dw =— fo 2gin @ d(sin 0) fo d¥ =
1 sin 20 1T/2 _ 5
[21‘[ 2 ] o 2T =12
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XG=0
y¢ =0

d’oﬁ:G{ _
ZG_R/Z

\

d) Les plans (x0z) et (yOz) sont des plans de symétrie donc : : x; = y; = 0, le centre

de masse du solide est situé sur I’axe de symétrie (0z).
1
Onaalors:zg =—[ydm

Le solide est une demi sphére pleine, sa masse est donnée par: m= jpdV
\%
ou :p est la densité volumique et dv un élément de volume.

L’¢lément de volume dv est donné par : dv = rd0 r dy dr cosO et a pour coordonnées :

rcos 0 cosy
dv {rcos®sinyy , avec:0 <r<R ,0< ¥ <2m
r sin®

La masse du solide est donnée par :

_ _ R 2 /2 2m o 2 .03
m = [pdv=p [ r?dr ["?cos0d® [ dy =p; R
on déduit :

7o = éfydm = if zpdv = % fOR r3 dr foﬂ/z cos O sin 0d0 fOZR d¥ =

XG—O
. y¢ =0
d’ou: G :3R/ Z 4
ZG 8 d)
»
................. '}J
W
.
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EX:02

1) On utilisant le théoreme de Guldin.
Faisons une translation de a + b suivant 1’axe des x
vers Oy’ :On fait tourner le solide autour de
I’axe Oy’ on obtient un cbne creux donné par le
triangle OO’B et le triangle AO’B

Figure 01

1 1mah
VtOt/O,y' _§ T[(a‘l'b)zh—T_ (b+a)2 _az
- bh B 3b
2

X'G =
2TS ot (0AB) 27

(b+a)2—a? __2b+a

Dans le repére oxy : x; = (a+Db) —

3b 3
1., 1mh?a
Jo = Vtot/Oy _§T[h (a+b)— 3 _h
¢ 2TtS ot (0AB) 2 bh 3

T2

2) Masse du solideplan: m =o.s = c.% b.h

1 1
Calculons g =— jydm: = jycscsd

©) m ©)
L’¢lément de surface est donné par : ds = L; dy T X
,avec L; = CD ,L, = EF,ds = CD dy, b | a
dm = ods
Dans les triangles semblables OAB et CBD , nous avons :(C)_]Z = h%y = Lb—l = h%y

L =b(hh;y) ce qui donne : ds =b(hh;y)dy ,avec 0<y<h

3

b 2 hy* y*|h h
Z(h-y)dy=—(2-L) ==
[y (h=-y)dy=( Jo=3

2 2
h2t 2 3

1
= — d =
Yo m(SJ.)yG S bh !
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_h
Yo =3

1 1
3) Calculons: X =—x=—"[xods A B

m- o mg ¥

o s
i Figure 03
L’¢lément de surface est donné par :
ds =L, dx, avec k
L, =EF ,0F =x,avec 0<x<a+b 0; e
: F _ X
Dans les triangles semblables OEF et OBC , R
_EF  BC Ly h
nous avons : — = — & 2= —
OF (0] X a+b

h i S ds = b
L, =X—— cequi donne : ds —b(aer )x dx

a+h ar 2
Xg =— Xcsds=£ X h xdX = 2 J‘bxdeZEM
m g bh J a+b b(a+b) 0 3 b
2(a+b)2
T3y
EX:03

Y1v=2a _ B(a2a

dy vy’ =4ax

2 =0 =vy=0
Nous avons: y? = 4xa = x = Z—a pour {:= 2 = yy= 2a

La rotation de cette surface par rapport a 1’axe des y donne un solide de révolution

d’axe y. Par raison de symétrie, le centre de masse sera sur 1’axe Oy, alors :

XGg = 0 et Y = 0
A un hauteur y, on choisi un élément de volume (couronne) dv ayant une surface
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circulaire ayant une surface circulaire égale a mx? et d’épaisseur dy tel que :

dv= mx*dy avec 0 <y <2a

Le volume total décrit par la rotation de cette surface est égal a :

2a 2a 2 5
y ™ |y°||2a 2
V = 2 d — f d — A | — 3
fo mxdy = | (e W = 1622 [5] 0 5"°
La coordonnée du centre de masse du volume suivant I’axe Oy est donnée par :

2a 2a 2
mfydm——f pdV——f yTx? dy——f yT[(—)Zdy

EX:04

a) figure 01 :
Le solide est constitué d’un demi disque évidé d’un triangle

isocele dont la base est le diamétre du disque et la hauteur le

rayon du disque.

Par raison de symétrie le solide a son centre d’inertie sur 1’axe ioure
ym J4

desy,d’ou:x; = 0

4 1
Viot /x vol (sphere) — vol(2cones) _3 > TR — 2 §TFR3 2 R

Vo = - —

¢ 21 Stot 2T[(Sdlsque Strlangle ) 2T (_ — R2 ) 3 —2
b) figure 02 :
Le solide est constitué¢ d’une plaque rectangulaire évidée &

¥y a
d’un demi disque.
NN

. = Viot/y _ Vol (cylindre) — vol(demi — torre) b \\

¢ 2m Stot 21T(Sdisque - Striangle ) \ >

Figure 02 2r X

3(2ab —mr?)

ZTr(ab— > e
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Viot/x _ vol (cylindre) — vol(demi — torre) — nb?*a — 2mr*2m(a — r)

y = =
¢ 2m Stot 2T[(Sdisque - Striangle ) 21 (@ - _T[I‘Z
2 2
_a*b-mri(a—r)
B 2ab — T r?
EX:05
z
1. Le solide est une barre de longueur L
Nous avons un solide linéaire AB = L de L2 0 L2
masse m et de densité linéaire A tel que : 4 B }
dy

m
m=Jdm=fldy= AL =>7\=I

On choisit un élément de longueur dy ayant pour coordonnées : (0, y, 0) tel que
—L< y< +L

Les moments d’inertie sont données par :

IXX:I(yZ‘FZZ)dm Iyy:I(X2+Zz)dm Izz :J‘(X2+y2)dm

Les produits d’inertie sont données par :

Ly = J.(xy)dm , I, = J'(x.z)dm : Iy, :I(y.z)dm

S

On remarque gue les axes Ox et Oz jouent le méme réle vis a vis du solide, alors :

I XX IZZ

L’élément de longueur choisi a pour coordonnées x = 0 etz = 0 alors I, et tous les

produis d’inertie sont nuls : Iy, = I, =1, = 0

% 3 3 2

AL mL

s !(y dm _J/y Ady 3% 12 12
2
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2
I[%o 0 |

Le tenseur d’inertie de la barre au point Oest: Ip(s)= | 0 0 O |
Lo o 2]
12
2. Le solide est un cercle de rayon R de centre O et d’axe Oz
Le périmétre du cercle estégala: L = 2mR vt
La masse du solide est donnéepar: 7 e :
y R %
m= AL= A2mnR 2]
o X
Les plans (x0z) et (yOz) sont des plans de symétrie
alors tous les produits d’inertie sont nuls :

On voit aussi que les axes Ox et Oy jouent le méme réle par rapport au solide alors les

moments d’inertie suivant ces axes sont €gaux : L, = Iy,

Nous avons un solide dans le plan (xOy), alors quel que soit I’¢1ément de masse dm

choisi il aura pour coordonnées : (x,y, 0) , et nous avons aussi dans le cercle :
x2 +y? = R

I :j(xz +y?)dm= ijdm = mR?
3

S

Ixx = j(yz)dm ’ Iyy N -!-(Xz)dm

En faisant la somme des deux moments d’inertie nous obtenons :
2 2
L +1yy =I(x +y9)dm=1,,
S

mR?2

alors: 2I,, =1,, alorsl, = [, = —

s r . 14 . —_
or nous avons I’égalité : [, = I - >

yy

Dans un solide plan, le moment d’inertie suivant I’axe perpendiculaire au plan est

égale a la somme des moments suivant les deux axes du plan.

105




2
==~ o o]
Le tenseur d’inertie d’un cercle en O est: 1; (S) = [ 0 mR? 0 |

0 0 mR?

3. Le solide est cercle de rayon R de centre O et d’axe Oz
La surface du disque est :S = mR?
La masse du solide est donnée par : m = oR = onR?

tous les produits d’inertie sont nuls :

On voit aussi que les axes Ox et Oy jouent le méme réle par rapport au solide alors les

moments d’inertie suivant ces axes sont égaux : I, = Iy,

Nous avons un solide dans le plan (xOy), on choisi un élément de masse

dm = ods = ordfdrtelque: 0 <r<Ret 0 <0 <2m

X = rcos0
Les coordonnées de cet élément sont : dm{y = rsin®
z=0
et nous avons aussi :x? + y? = R?
R 2n R4 R2 RZ
l, :I(x2 +y*)dm = Irzcrdedr :Ir3dr_[d6 =6—2n=0nR*—=m—
S 's) 0 0 4 2 2
1 I - X2 dm
o = [ (v*)dm ” I o)

En faisant la somme des deux moments d’inertie nous obtenons :

Lo+ 1,y :I(x2 +y?)dm=1,

T I R?
or nous avons I’¢galité : I, = I, alors: 2I,, =1,, alorsly, = % = mT

Dans un solide plan, le moment d’inertie suivant 1’axe perpendiculaire au plan est

égale a la somme des moments suivant les deux axes du plan.
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[ﬂ 0 0 ]
4
2
Le tenseur d’inertie d’un disque en O est: [,(s) = | 0 % 0 |
RZ
1o 0 =
4. Le solide est une sphere creuse de rayon R de centre O .
L’élément de surface ds est repéré par les coordonnées ]

X = rcosO cos ¥
sphériques : (R, 6,y ) tel que : ds{y = rcos6 sin ¥
Z = r sin®

Avec:—gs 0 <

N A

, et 0y <2m

Nous avons alors : x? + y? + Z? = R?

La surface de I’élément choisi est donnée par

ds = RdO R dys cos 8 = R? cosO dO dys

Masse de la sphére creuse : m = [ ods = fn_/:/z cos 6d0 f;“ d¥ = o4m R?

Les plans (xOy), (x0z) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits

d’inertie sont nuls : Iy, = I, =1, = 0 . Onvoitaussi que les axes Ox, Oy et Oz

jouent le méme role par rapport au solide alors les moments d’inertie suivant ces axes

sont égaux : I, = I, =1, , nous pouvons écrire :

L + Iyy+ 1, :I(Xz -|-ZZ)C|I’T1+J.(X2 +22)dm+J'(X2 +y2)dm
3|xx :J.(XZ "‘Z2 + Zz)dm = 2J‘ dem — 2R2m

2
Sy - — 2
dou.IXX—ng

= mR? 0
3
Le tenseur d’inertie en O d’une sphére creuse est : [((s) =| 0 % mR?
| 0 0
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5. Le solide est une sphére pleine de rayon R de centre O .

L’élément de volume dv est repéré par les coordonnées

X = rcosb cos ¥
sphériques : (r,0,y ) tel que : dV{y = rcos6 sin ¥

Z = r Sin®

,0<y<2met 0<r<R

Avec:—gg 0 <

N A

Nous avons alors : x? + y2 + Z? = R?

Le volume de I’élément choisi est donnée par :

dV =rd0rdy drcos8 = r? cosd d6 dy dr

Masse de la sphére pleine:

m = [pdv = [pricosd dddydr = pfoR errfn;:/z cos 0d0 fOZn dy = p%nR“?’

Les plans (xOy), (x0z) et (yOz) sont des plans de symétrie alors tous les produits

d’inertie sont nuls : I,, = I, =1, = 0 . On voitaussi que les axes 0x, Oy et

Oz jouent le méme role par rapport au solide alors les moments d’inertie suivant ces

axes sont égaux : I, = I, =1,, , nous pouvons écrire :

XX

I +|yy+ 1, :J-(Xz +22)dm+_[(x2 +22)dm+j(X2 +y2)dm

-r/2 2z Rs
ICOS«SU@J.dt// = 2p?47z

/2 0

R
3, =|(xX*+2°+z)dm=2|r’dm=2p|r*dr
XX p
S S 0

2 2
d’ou : 3l =% pAntR* = I, =%p§nR3 =§ mR?2

[ =1y =1, = T mR?
2 2
[ - mR 0
Le tenseur d’inertie en O d’une sphere pleine est: Ij(s) = 0 % mR?
l 0 0
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Chapitre VI : Dynamique du solide rigide

VI1.1. Introduction

La dynamique est I’étude du mouvement des corps matériels en liaison avec les forces
qui s’exercent sur ces corps. L'objectif de ce chapitre est I'étude des théoremes
généraux régissant la dynamique.

V1.2. Rappel sur le torseur des forces extérieures

Une force est une action capable de produire ou de modifier un mouvement ou de
créer une déformation. Ces forces sont de types :

- gravitationnelle

- électromagnétique

- de contact....etc

Les efforts appliqués sur un systtme matériel peuvent étre représentés

mathématiquement par un torseur, appelé torseur d'action, qui s'écrit en un point O :
[Flo = (i ) (VI-01)

F Représente la résultante des forces extérieures appliquées; M, le moment de la force

F au point O.

Les efforts extérieurs a un systéme mateériel (S) sont les efforts exercés sur (S) par
d'autres systémes extérieurs. Si (S) est soumis a des forces localisées F; et des couples

M. , le torseur des efforts extérieurs exercés sur un solide (S) en un point O, s'écrit :

-

—

F. yF,
Flg =3 =(_5"", V1-02
[Flo {MO(Fe) (OMi AFi) ( )

V1.3. Rappel de la dynamique des particules

La dynamique des particules est régie par des principes basés sur les lois de Newton.

V1.3.1. Premiere loi de Newton
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Dans un repere absolu (R,), une particule = de masse m totalement isolée posséde une

quantité de mouvement constante. On écrit :B, = mv, (VI-03)

V1.3.2.Deuxieme loi de Newton
Une particule (r) est soumise & des actions de la part d'une autre particule. A I'instant t,

ces actions sont représentées par le vecteur force F s'exercant sur m.

, - = d — = -
On écrit : P, = E(mv‘)) =F =my, (VI1-04)
Ou ?0 est le vecteur accélération de la particule (7).

V1.3.3.Troisieme loi de Newton

deux particule (A) et (B) soumis a des forces extérieur et au méme temps ils sont en

interaction entre eux, a la ligne d’action nous avons :
1_51/2 = —1_52/1, C’est le principe action-Reéaction (VI1-05)

V1.4. Principe fondamental de dynamique appliquée aux systémes matériels :
Dans ce cas, on cherche a généralisation du PFD d’un point matériel a un principe
fondamental qui s’applique aux systémes matériels continus et discrets. Cette

généralisation n’est que 1’égalité entre le torseur de forces et le torseur dynamique

dans un point fixe du repére d’étude. [F],, = [D],, & (M,Z;e(’g ) = (gﬁo ) (V1-06)
, , . . F‘)ext = m’?G
Il en résulte deux equation vectorielles sont:y_, 43, (VI1-07)
M,(F.) ==

dt
V1.4.1.Cas particulier

Si (A) est un axe principale d’inertie passant par le point le point (0) donc :

— = ds, da

V1.5. Théoréme de la résultante cinetique
L'égalité des moments des torseurs des efforts extérieurs et dynamique se traduit par :

110




Mo (F.) = 3 (VI1-09)

si I'on écrit les torseurs en un point fixe A par rapport a un repére galiléen, on a la

seconde équation du principe fondamental de la dynamique, qui s'écrit :

— =\ dg

M, (Fe) == (VI-10)

V1.6. Solide mobile autour d'un axe fixe A

On considere I'axe A comme axe principal d'inertie, passant par un point O.

Le théoreme du moment cinétique en O permet d'écrire :

do vt dQ =
d_to = M/O(Fe) =& IAE = M/A(Fe) (Vl-ll)

V1.7. Théoréme de I’énergie cinétique

V1.7.1. Puissance et travail de force

V1.7.1.a. Puissance d'un Point Matériel

La puissance d’une force F appliquée & un point matériel (M) de vitesse V(M) &

I’instant (t) est : P = F.¥(M) (VI-12)

L’unité fondamentale de la puissance est le Watts

En outre, le travail ¢lémentaire accompli pendant I’intervalle du temps (dt) :

dW = P.dt & dw = F.¥(M)dt

Sachant que V(M) = ? donc dwW =F.OM (VI-13)
L’unité fondamentale du travail élémentaire est Joule

V1.7.2.Cas des solides indéformables

Le solide étant indéformable, si A et M sont deux points du solide, la puissance des

efforts extérieurs est: P = [VudF = [ (Va + MAAQ)dF
D

P=V, [dF+ [(MA AQ)dF =V, [dF + Q [(MA AdF) (VI-14)

111




Finalement, la puissance des efforts extérieurs pour un solide indéformable est le

produit du torseur cinématique par le torseur des efforts extérieurs :
P =V, F + GM, (F) = [Vs[Fela (VI-15)

V1.8. L’énergie cinétique d'un systeme discontinu
, .. . . . vy 1 =2
L’¢énergie cinétique d'un systeme discontinu s’écrit : E; = S 2i=1 V, (VI-16)

—

d

dE - i - >
On aalors: dtc =)L, m;V; d—t‘ = =1 M VY, (VI-17)
Connaissant : my, = F
ilvient: ¢ =0 m; 7.7, = X, F .9, =T, B =P VI-18
1l vient: & Zi=1My YV = Yie F.vi =X, B = (VI-18)

La puissance des efforts intérieurs et extérieurs est égale a la dérivée par rapport au

temps de I'énergie cinétique : Ec = P = (P, + Poxt) (VI-19)

V1.8.1. L énergie cinétique d'un solide indéformable (continu)

Dans le cas d'un solide continu, nous , g_= ljvz (M)dms (VI-20)
2 D

avons .

Si A est un point du solide : ddE“

< = [Vyfydm = [(V, + MA A Q) dm (VI-21)
dE.

=V, [, dm + G [(MA A 7, ) dm =V, .D+Q.5, = [VIs[D],  (VI-22)

La dérivée de l'énergie cinétique est égale au produit des torseurs cinétique et

dynamique. Elle est donc égale a la puissance des quantités d’accélération absolue, soit

e = (VI1-23)

" dt ext

V1.9.Conservation de I'énergie mécanique

Le théoréme de I'énergie cinétique peut s'écrire :dE; = Pdt = dW (VI-24)
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Si toutes les forces dérivent d'un potentiel, on a alors :dW = —dU

Le théoreme de I'énergie cinétique devient donc :
E .+ U = Constante (VI-25)

La quantité E - + U est appelée I'énergie mécanique totale du systeme consideré

EXERCICES RESOLUS

EX:01

Un systeme est constitué de deux masses M et M’ reliées entre elles par un cable
inextensible qui passe sur une poulie de rayon R.
La masse M" est suspendue dans le vide et la masse M glisse sans frottement sur un
plan inclin¢ d'un angle a (voir figure)
On néglige le frottement du céble sur la poulie. On demande d’écrire :
1- la relation entre le taux de rotation de la poulie Q et I'accélération ag des deux corps
solides.
2- le principe fondamental de la dynamique et déterminer 1’accélération du systéme en
deux cas :

a) La masse de la poulie est négligeable ;

b) La masse de la poulie est égale a m ;
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EX:02

Un cylindre plein homogéne de poids P, et de rayon r, est posé sur un plan incliné
avec un angle a (voir figure ). Il se déplace avec un couple moteur (—T Z ) et un taux
de rotation (—Q Z ) (Q constante). Le coefficient de frottement du cylindre et le plan
incliné étant f;.

1- Ecrire les torseurs cinématique, cinétique, dynamique et les forces extérieures dans
le centre C du cylindre.

2- Ecrire la condition pour que le cylindre monte le plan incliné sans glissement.

3- Déterminer 1’énergie cinétique du cylindre.

y

EX:03

Un demi disque de rayon r, de masse m et de centre d’inertie G peut osciller sans
glissement au point de contact 1, avec un angle 0, dans le plan fixe
Ry (00,X0,Vo ,Zo). Le repére R(C,U,v,Z,) est lié au solide tel que:
GC = Ad (voir figure ).
- On demande d’écrire 1I’équation du mouvement en utilisons le théoreme de 1’énergie

cinétique.
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EX:04

Un pendule pesant de poids P, de longueur 21, est fixé dans le point O par une liaison
pivot parfaite (voir figure). A I’instant initial le pendule est 1aché sans vitesse initiale
de la position verticale par un angle de rotation 6. On demande d’écrire 1'équation du
mouvement en utilisant le

1) principe fondamental de la dynamique

2) théoréme de I'énergie cinétique

EX:05

Un disque homogene, de masse m, de rayon r, de centre G, est posé sans vitesse
initiale sur un tapis roulant. Ce tapis, incliné¢ d’un angle a par rapport a I’horizontale,
se déplace a la vitesse constante v, =vy1 (v, > 0) suivant ’axe 0x, d’un

référentiel terrestre Ry (O, X, Vo, Zo) , Orthonormé et direct. On suppose que les forces
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de contact en | admettent pour résultante R = T+ Nj, (N > 0) ou |T| = fN , avec f

désignant le coefficient de frottement. On pose 0G = Xo 1+ 1],

1- Calculer la vitesse de glissement V,(s;/s;) du disque (S1) sur le tapis (S,). En
déduire la vitesse de glissement initiale v, (s;/s,) du disque sur le tapis.

2- Appliquer le principe fondamental de la dynamique au disque en mouvement dans

R, et trouver trois équations algébriques en projetant les deux équations vectorielles

résultant du P.F.D. dans la base (1,7, ﬁo ) . On prendra les éléments de reduction des
deux torseurs en question au point G.

3- Retrouver, en utilisant le théoréme de 1’énergie cinétique, deux équations
algébriques de la question 2).

4- Trouver, en fonction de g, f, et a, la dérivée par rapport au temps de la vitesse de
glissement.

5- Utiliser les résultats de la question 4) pour décrire 1’évolution de la vitesse de

glissement du disque sur le tapis roulant.

EX:06

On considere le systéeme matériel composé d’un plateau (P) et d’un cylindre (C). Le
plateau, de masse m est animé d’un mouvement rectiligne horizontal et uniforme de
vitesse v, .

Le cylindre (C), placé sur le plateau (P), est homogene, de masse m;, de rayon a et son
axe est perpendiculaire au vecteur vitesse v, . Le cylindre est initialement immobile

par rapport au plateau.
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A I’instant t = 0, on applique au plateau une force F de freinage constante. La
résultante des forces de réaction du plateau sur le cylindre est: R = T + N jo, (N> 0)
Le coefficient de frottement de glissement du plateau sur le cylindre est f. On désigne
par Ry(o,1p, o, Ko ) le repére fixe et par Rg; (G, 10,70, Ko ) un repére lié au plateau. Le
centre C du cylindre est repéré, par rapporta R; par X = KI avecI=Kenx = 0a
I’instant initial (t=0) . La rotation du cylindre est repérée par I’angle 6 tel que 6 = 0
at=0. Le mouvement de (P) par rapport au repere R, est repéré par: X = 0G avec

X = O0pourt = 0et vy =v,i

A- Cas du roulement sans glissement du cylindre sur le plateau

1- a) Faites un schéma montrant les différentes forces agissant sur le systéme.

b) Préciser la condition de roulement sans glissement du cylindre sur le plateau.
2- En appliquant le P.F.D. dans le repere R yau cylindre seul, puis au plateau seul,

donner les équations différentielles qui régissent le mouvement du systéme.

Ft2

3- Trouver la relation liant X et X . En déduire que x(t) =

3m+m

4- Exprimer X(t) en fonction de F, vy, m, m; et t. Trouver ’instant t, correspondant a
I’arrét du plateau.

5- Sachant que le plateau restera immobile pour t > t, , donner les valeurs de la force de
frottement T et de v(c/R,)

6- Quelle est la nature du mouvement du cylindre pour t > t,

117




B- Cas du roulement avec glissement du cylindre sur le plateau

1- Donner I’expression de la force de frottement T.

2- Exprimer la vitesse de glissement,V, (c/p),du cylindre (C) par rapport au plan (P) en
fonction de m, m4, F, f, g et t (g est I’accélération de la gravité).

3- Trouver, en fonction de m, my, F, f, et g, ’instant t1 correspondant a I’arrét du
plateau.

4- Pour t > t; le plateau restera immobile

a) Déterminer vV ¢, g, y en fonction m, my, F, f, g, v, et t.

b) Trouver, en fonction de f, g et v, I’instant t, ou la vitesse de glissement s’annule.

5-Pourt > t,, déterminer V ¢, g, et préciser la nature du mouvement du cylindre.

EX:01
On supprime les liaisons dans la Figure et on les remplace par les réactions qui leur

correspondent dans les Figures a, b etc.

—

il

M G'

Figure b

yM'g

Figure a

Figure ¢

1- la relation entre le taux de rotation de la poulie ( et I'accélération @ des deux corps
solides

Le vecteur vitesse du point de contact C entre le cable et la poulie s'écrit (Figure b) :
V. =V, +COAQZ, = —RVAQZ = —-RQU

Donc, le vecteur accélération de ce point est la dérivée de V :
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- dv. dQ -

a
¢ dt dt

Or, comme le céble est inextensible, et, il n'y a pas de glissement entre le cable et la
poulie, les deux masses seront en mouvement de translation. Par conséquent,

I'accélération des masses M et M" est égale a I'accélération du point C de la poulie, ou

:ZiG:aC =—REU

2 - Le principe fondamental de la dynamique et 1’accélération du systéme;
a- La masse de la poulie est négligeable ;

- Le principe fondamental appliqué a la masse M’ (Figure .a)

Le torseur dynamique au centre G’ du corps solide de masse M’ s'écrit :

[_)) M’a 'yo
Dle =(z )= 4
8¢ 0o /.

L'égalité de la résultante des deux torseurs ([D]s = [Fe]q ), permet d'écrire:

T — Mg = Mag & T' = Mag + M'g

- Le principe fondamental appliqué a la masse M (Figure ¢)

Le torseur dynamique au centre G du corps solide de masse M s'écrit :

D M agy
o= (5 )= (*%")

Et le torseur des forces extérieures au centre G, s'obtient :

(F.]. = (_)l_:)e ) _ ( (Mgsina—T)u + (R— Mgcosoc)?z’)
Mg (F) 0
L'égalité de la résultante des deux torseurs ([D]; = [Fe]¢), permet d'écrire :
Mgsino — T = Mag & T = —Mag + Mgsina
L’accélération du systéme ag :

Puisque le frottement est négligeable dans la poulie, la tension dans le céble reste
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constante, on écrit: T = T,
On remplace les tensions T et T’ par leurs expressions respectives dans la relation ci
dessus, on obtient I’accélération du systéme :

_ Mgsina—M'g
T T MM

b- La masse de la poulie est égaleam ;
- Le principe fondamental appliqué a la poulie de masse m (Figure. b)

On écrit le torseur dynamique au centre O de la poulie :

D 0
[D]O = go = d80 d‘QiO _ mRz dQ

at —lez—gr =7 a@ b

Et le torseur des forces extérieures au centre O de la poulie, s'écrit :

I F, _ (R, -Mg+T+T
[Felo = M, (F) _< (-RT+RT)Z, )

L'égalité des moments des deux torseurs de la poulie, donne :

R2 dQ ,
2 — = —RT+RT
2 dt
R 5 da -
Or: ap = a. = —-R —u
G C dt

Ou encore:—% ac=T—-T

Cette équation nous permet d'obtenir 1’accélération du systéme ag :

Mgsina—M' g
dg = -
M+M +5

Le méme résultat obtenu pour a; sim =0.

EX:02
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Figure 1

On supprime les liaisons dans la Figure et on les remplace par les réactions qui leur

correspondent dans la Figure 1.

Le cylindre est en mouvement hélicoidal :
- une rotation avec un taux de rotation £ dans le sens des aiguillés d'une montre;

- une translation d'une trajectoire x, du point O jusqu'au point I.

1.1- Le torseur cinématique au centre C, du cylindre :

-

Le taux de rotation du centre C du cylindre s’écrit : Q=-0%

Q positif lors de la montée

La vitesse de translation du centre C du cylindre par rapport au repere R, est :

Ve = T:&(Xxl +ry)) =%%;

D'ou le torseur cinematique au centre C du disque qui s'exprime : [V]; = (‘.%7)

1.2- Le torseur cinétique au centre C, du cylindre

La quantité de mouvement au centre C du cylindre est :
o p p

p = mVg =§Vc=— X X1
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. s, . — — 1 N
Le moment cinétique au centre C du cylindre : 6, = I,Q = — 55 r’Qz
o . . S XX1
D'ou, Le torseur cinétique au centre C qui s'exprime : [C]. = e ,
——=r*07Z
2g

1.3- Le torseur dynamique au centre C, du cylindre

La quantité d'accélération du centre C du cylindre est :
D=%_23%% =0 carx=0

dt g
Le moment dynamique au centre C du cylindre :

== 2207 =0 car Q=0
dt 2g

Du fait de la condition de roulement sans glissement, le moment dynamique en C est
donc nul.

1.4 - Principe fondamental de la dynamique

De la figure. 1, on écrit le torseur des efforts extérieurs appliqués au centre C du

cylindre:

_ F, _ [ ((—m+ M) gsina + Fg )X + (—m + M)gcos a + N)y
[Fele = 1\—/[)C(F) - ( (-T + rFRr)Z )

L'application du principe fondamental de la dynamique ([D]; = [Fe]¢, nous permet

d'écrire trois équations scalaires :

(—m + M)gsina + Fg =0
(—m+ M)gcosa+N) =0
—F+I‘FfR == 0

2- la condition pour que le cylindre monte le plan incliné sans glissement

Dans le cas du roulement sans glissement, la loi de coulomb s'écrit: Fg < fg N

Ceci implique, avec les deux premiéres équations données par le principe fondamental,
une premiére condition sur le coefficient de frottement et I'inclinaison : tga < f; N
Si cette condition n'est pas Vérifiée, le cylindre ne pourra en aucun cas monter sans

glisser.
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La derniére équation du principe fondamental nous permet d'écrire une condition sur le

coupleexercé:T < Fr o T < fyr(m+ M)gcosa

On constate que la montée est possible sans glissement si :
- le coefficient de frottement est assez grand (adhérence suffisante)
- le véhicule est suffisamment lourd

- le couple T n'est pas trés important

3- L’énergie cinétique du cylindre
L’énergie cinétique du cylindre au centre C s’exprime :
QG +

. 1
Ec = vep =5 [V1.[C,

N =
N =

On obtient :

1/(1 1 1 1
Ec ——<—Er292>+—EX2——EX2+—EI‘ZQZ

S 2\2¢g 2g° " 2g 4g
EX:03
On remplace les liaisons dans la Figure par les réactions qui leur correspondent dans la
Figure .1
v,
Yo
Figure 1
L u
70 . ¢
Oo I X0

1- Le torseur cinématique dans le centre G du demi disque :

Sachant que le demi disque oscille avec un angle 8, donc le vecteur taux de rotation du

- - 1Z - - de - N =
demi disque s'écrit : Q = — 20 = 07
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Et, la vitesse du centre G, s'obtient par la formule de distribution des vitesses dans un

corps solide indéformable : V; = V; + GI A Q

Or :V, = 0,carilya oscillation sans glissement.

Et,
Gl = GC+ CI = =AW — Ryy,
Donc,

Vo= (AT — Ry, )A 0% = 267, — ROZ,

Avec: U = sinBX, — cosB ¥,
V= cosB X, + sin@y,
D'ou :
vG = (Acos® — R)OX, + Aésin@?o

Q=67 )

Donc, le torseur cinématique au centre G, est: [V]; = (V (Acosd — R)6 Fo4 A 6sin 07
G= - 0 0

2- le torseur cinétique au centre G du demi disque :

La quantité de mouvement s'écrit :

p=mv; =§(7\écose — RO)Xp+ A0sin0y,

Et, le moment cinétique :
8(} — TG 620
Ou I est le moment d'inertie du solide par rapport a I'axe (G,Z, )

b .

L .- p=—(A06cos® —RO)Xp+A0sinby

D'ou, le torseur cinétique au centre G est : [C]; = ( g 1 bs °)
oG =1g U 2o

Puisque, le solide étant indéformable, I'énergie cinétique est :

1 1. 1.
Ec = E [V]G[C]G_ EVGp-I_EQ Og
1 1_ 1
Ec = E[V]G[C]G= EVGp-I'EQ Og
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1 ) \ A . . .
=Z<§=§(}\ecose — RO)X, + Aesineyo)(@&)cose — RO)X, + )\Gsine?o)

1. 5 .

1p : N2 R A ¢ .2
Ec :zg(()\ecose—RG) +()\651n9))+§ I; 6

1 .
Ec =—<B7\2—ZE7\RCOSB+ER2+IG>92

2\g g g

dE, p p p .. P .3

=—=(=2%*—2=2ARcos® += R? +1 )ee+—AR'ee
Pext Tt <g o cos o G g sin

D'autre part, la puissance des forces extérieures s'écrit :
Pext = [V]G [Fe]G = VG 'Fe + Q'IVIO (F)

La puissance de la réaction Rest: P, (R) = [v]; [F.]; = (650) (Rgo) =0

Comme il n'y a pas de glissement au point I, la puissance du poids P est :

P (R) = [v]g [Felo = (%) (") = Ap bsino

VG
L'application du théoréme de I'énergie cinétique donne alors :
dE, p p

P = & (— 2 —222Rcos0 + 2 R? + I ) 08 + 2 ARsind 63 = —ApOsind
dt g g g g

Donc, I'équation du mouvement s'écrit :

(27\2 —ZEARCOSG+§ R? +IG) é+§ ARsin® 62 + Apsin® = 0

Ou
(m A? - 2mAR cos® mR? + 1;)8 + AmRsin66? + mg) sind = 0
C’est I’équation du mouvement du demi disque de rayon r

EX:04

On remplace les liaisons dans la Figure par les réactions qui leur correspondent .
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R=R,X+R,¥
0G =L%

1.1- Le torseur cinématique au centre G, du pendule est :

e‘—)
[Vl =( I-ez";)

1.2- Le torseur cinétique au centre G du pendule :

- Pigs
(P _ gle
[Cle = |~ -
e I 0z

1.3- Le torseur dynamique au centre G du pendule est :

—

5\ (Zey-00)
[D]G=( =

8¢ I. 67,

A - L'équation du mouvement par l'utilisation du principe fondamental de la

dynamique, on écrit le torseur des forces extérieures au centre G du pendule :

(F] = (Ry + pcos a )X + (Ry —psina)?)
elG _RyTZ
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L'application du principe fondamental de la dynamique ([D]; = [ F.]¢ ) donne trois

équations scalaires :

( pl?6?

_P = Ry + p cosB (D)
{ p128

P g =R, — psin® (2)
([ 6=1R, (3)

On remplace R, de I'équation (3) dans 1’équation (2), on obtient I'équation du

mouvement en 6(t) : (IG + g lz)é +plsind=0 (4)

La solution de cette équation permet de calculer R, et R, .

B- L'équation du mouvement par l'utilisation du théoréme de I'énergie cinétique :

Le pendule étant un solide indéformable, I'énergie cinétique est :

1 1 1. 1 p )
Ec = 5 [VlglClg = 5 Vep+5 Q06 = §<IG+§12>9

La dérivee de I'énergie cinétique est donc :

dE p
== +—12) 00
dt (G g

D'autre part, la puissance des forces extérieures s'écrit :

Pow = [V] [Fels = Vi.F + G.M, (F)

e

La puissance de la réaction R en O est :

Pext = [V]O [Fe]O = (e;Z))()) (l;> =0

La puissance du poids P est :
07, \ (P .
Pext = [V]G [Fe ]G = < I-e ;’) <0> = —plesme
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Or, le théoréme de I'énergie cinétique, s'écrit :

P dE,

ext T dt

dE, p . p .. .

Tt =(IG +§12) 00 = — plBsind < (IG +§12)6=—plsln6
P o) :

= IG+§1 0+ plsin@ =0 (5)

C’est 1'équation du mouvement obtenue par l'utilisation du théoreme de 1'énergie
cinétique qui est similaire a 1’équation (4) obtenue par l'utilisation du principe
fondamental de la dynamique.

Puisque le systéme est conservatif, nous pouvons utiliser la conservation d'énergie :

Le potentiel U du poids P peut étre calculé a partir de la relation :
dW = —Pdz = —dU
W = mg (Z1_Zz) =P (Z1_Zz)

U = — Plcos 6 + const

1 .
E. + U = > (I + m12)62 — Plcos ® = const
Cette équation est une intégrale premiere de 1’équation (5).
Dans la position initiale: 6 = 0 , const = Pl

2p(1+cos0)

Le taux de rotation est calculé comme suit : 6% = P
GTm

Cette equation est une intégrale premiére de I'équation obtenue précédemment en (5)

EX:05
Vo(s1/s2) =V (le(s;/Ry) =V (le(sz/Rp) = (% + 16 —v)T
Vg, (s1/52) = — v, T, car le disque est posé sans vitesse initiale = . = 6 = 0

2-P.F.D = [D(s1/Ro)] = [Fext = 51/R0]

(torseur dynamique = torseur des forces extérieures agissant sur le solide).
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Egalité des torseurs = égalité des résultantes (théoréme du centre de masse) et égalité
des moments (theoreme du moment cinétique) ; i.e.

my (G/Ry) = TTy)Nj, —mgcosaj, — mgsinai, (théoréme du centre de masse)

r d G(G,s1/Ro) M
8(G,51/Ro) = L] = M (G, Fewe — 51/R0)

d E(G, SI/RO) _
dt B

2
- r- ..-
S(G,Sl/Ro) = m? eko
M (G,F. — s;/Ry) = GIATT, = r Tk,
La projection des équations vectorielles conduit a :

N T .
{XC—;—gsma ot H=T
N = mgcos a

1 1, .
3-Ec(s1/Ro) = ;mv(/ryy” +3 1ac6”

E.(s;/R T

dE.(si/Ro) 1
CTZEI’HXCXC‘FED’II'ZGG

P (Fee — $1/Rq) = R.¥ (G, Rg) + M( G, Feye — 51/Rg)-Q (51/Rg)

= (Ti, + Nj, — mgcosa j, — mgsina iy )x. 1y — Trk, 6K,
= (T — mgsina )%, — Tr6

D’ou:

1

Em)'(ci&c +5m r? 00 = (T — mgsina )%, —Tr®

Remarque : L’équation de 1’énergie permet en général d’aboutir a une seule équation
algébrique. Cependant, dans le présent cas I’identification (valable pour des conditions

spécifiques) peut étre utilisée ici pour conduire a:
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4- 482 g 6,

dt R,
Puisque :
Vg, (81/82) = —vylp = Ti, = fN 1, = mgcos a i,

En remplacant T par fmg cosa dans les expressions de %, et 8 , on obtient :
| _ _tga)s _ dvg

i |ng = 3gcos (1= 5) 10 = 32 o

5- En utilisant 4) on peut déduire ce qui suit:

Sif> tha = v, Croit a partir de - v, jusqu’a zéro = d’abord il y a glissement puis

absence de glissement a partir du moment ou v, va s’annuler.

. t P cs . . oy, . . .
Sif< 22 = v, décroita partir de - v, jusqu’a zéro = il y aura toujours glissement.
3 g 0 Jusq

EX:06

1-a) Voir schéma

b) ¥, (c/P) = V(Iec/Rg) =V (c/Rg) +QACI = (x —a®)i
avec:

Q= 0(c/Re) =-6 K,

2) P.F.D. pour le cylindre :
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m;y(c/Ry) =mB+N+T

- —, do(cc/R R

6(c,c/Ry) = —ajy AT =>¥ = —aTk,
Par projection sur les axes :

(m(x+X)=-T (1)

0=-N-mg (2)
" m;a’ ..
I ——0=-aT (3)
m,a® ..
16 = 0=aT (4)

Théoreme du centre de masse pour le plateau :

—

m17(c/R0)=m§+I_{)p—T)—N)+F

{mx =T-F (5)
0=R, —N-—mg (6)
3) En utilisant les équations (1) (aprés dérivation) et (4) = LI (7)
L’équation (7) dans 1’équation (1) = (mlii + my X) =T
“ | 3.
X+ E Xx=0 (8)
Les équations (7) et (8) dans 1’équation (5) = % mX=— % X+ F
. 2F 9
=>X=—
X 3m + my ( )
Donc : (t) = Fe
’ X - 3m+m1q
s : ) . o _ __3F . 3Rt
4) L’équation (9) dans I’équation (8) = X = Pe— =X = Pa— +vy, (10)
) _ __ 3F¢
Donc : x(t) = omimD +vyt

L’instant t, correspondant a I’arrét du plateau correspond a X(t) = 0

V0(3m + ml)
=t, = 3F (11)
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5) Pour t > t,, le plateau s’immobilise = X(t) = X(t) = 0

L’équation (3) devient : myx = =T et,d’aprés (7),on'aam; X =2T =T =0
Ainsi m; X = 0 = x(t) = Cte = x(t,)

Pour t > t, et, en utilisant (8), on aura : X + %X =vopourt=t,,X=0etx = %vo
Or  V(¢/Ro)=V(c/Re) + Ve = ¥(c/Rg) =% =3 volo

Le mouvement du cylindre est uniforme.

B- Cas du roulement avec glissement

1) Le P.F.D. appliqué au cylindre seul :

(ml(x+>"<) =-T (1)
N=mg (2)

{ . m;a’ ..

| —10=-——06=-aT (3)
UIT| = £N )

Le P.F.D. appliqué au plateau seul :
mX=T-F (5)
T=fm;g (6)

2)Vg (c/P)=V(lec/Rg) =—-V(p/Rg) =V(lec/Rg) = —a®iy (7)

L’équation (5) = X = — etd’apres (1), (x +X) = —fg

Donc:
x=—-fg + Fm;T = @ et x = F_fg(::"'ml) t ®)
L’équation (3) = a 6 = 2fgt 9)

Les équations (8) et (9) dans (7) = V, (c / P) = F—fgt (3m-+my)

3) L’équation (5) = X =

t(fm1g—F)
m

X =0 = t, = —0 (10)

F—fm;g
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4) Pour t > t, le plateau est immobile = X(t) = X(t) = 0=V (¢c/ Ry ) =
V(c/Rg) = %D

En utilisant (1), on obtient:
x(t) — =fgt + Cte (11)

Pour 0 <t < t;, x(t) estdonné par (8), donc:

Vg (¢/P)=x —ab =fg(t; —+= %vo—ﬂgt= 0
=t, = ;T(;
5 Pourt > t, ,v,=0 =x=ab
my(X+X) =mx=-T
mia g mix _ o = T=0 = m;Xx=0= x(t) = Cte = x(t,)
2 2

(t) = falty — 1) +x(t) = 5 vo

T = 0 = Le mouvement est uniforme.
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